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Résumé

Le poumon est un arbre dichotomique dont la taille des branches diminue avec la génération
mais dont la surface globale augmente. Ainsi, avec une trachée de quelques centimeétres carrés
de surface, il distribue ’air sur une surface de ordre d’une centaine de metres carrés. Ainsi, le
poumon a une structure de type fractale. La vitesse décroit au fur et a mesure que ’on descend
dans ’arbre et il peut étre découpé en plusieurs régions ou les flux sont gérés par des équations
différentes.

Ainsi, dans les premieres générations (un a six en régime respiratoire de repos), le flux est
modélisé par les équations de Navier-Stokes en trois dimensions. Elles ont donc été simulées
numériquement dans un modele théorique de poumons a trois générations (logiciel N3S). Ces
calculs ont montré que les effets d’inertie ont des conséquences importantes sur la structure en
terme de répartition des flux : une seule structure idéale existe pour une répartition donnée du
flux. Dans le contexte physiologique, les grandes variabilités existant non seulement entre les
individus mais aussi au sein d’'un méme poumon au cours du temps, empeche une rigidité trop
importante des contraintes géométriques. Ainsi, le poumon doit posséder une régulation active
des flux. A noter qu’il reste néanmoins proche de la structure “idéale” trouvée. Des simulations
en régime instationnaire ont montré qu’il existait une dissymétrie en terme de flux entre I'ins-
piration et I'expiration.

Dans les générations suivantes (sept & dix-sept en regime respiratoire de repos), les équations
de Stokes gerent la répartition des flux. Ces équations, linéaires, permettent une étude analy-
tique du probleme de dépendance des flux relativement a la géométrie. Ainsi, nous avons montré
I'existence d’un optimal mathématique que nous avons comparé a des données réelles. Le pou-
mon est presque optimum, tout en étant légerement décalé. Ce décalage a été expliqué par le
fait que les systemes vivants sont soumis a des variabilités qui peuvent étre dangereuses pour les
structures parfaitement optimales. Ces résultats ont été approfondis grace a une amélioration du
modele qui permet de simuler les crises d’asthme. Nous avons alors montré qu’une structure op-
timale est beaucoup plus fragile a ce type de dysfonctionnement qu’une structure sous-optimale.

Enfin, nous complétons, avec sa collaboration, les travaux de M. Felici, sur la diffusion de
Poxygene et du dioxyde de carbone dans les dernieres branches du poumon. C’est en effet dans
les générations dix-huit a vingt-trois (acinus) qu’a lieu la transition convection-diffusion du
transport des molécules d’oxygene et de gaz carbonique. A ce niveau, le flux est crée par une
succession de dilatations et de contractions de la géométrie au cours du temps. Le probleme
est donc géré par les équations de Stokes en domaine variable en temps. Apres avoir vérifié
I'existence, I'unicité et la régularité de la solution de ces équations, nous avons développé un
code, basé sur les éléments finis de Whitney et sur la méthode des caractéristiques, pour obtenir
une approximation du champ des vitesses dans un modele 2D d’acinus réalisé par H. Kitaoka.
Les premiers résultats tendent a montrer que la diffusion est ’acteur principal de la circulation
de l'oxygene et du dioxyde de carbone dans les trois dernieres générations du poumon en régime
de repos.

L’utilisation des mathématiques et des lois de la physique ont donc permis de mieux com-
prendre le pourquoi de la géométrie du poumon. Tous ces résultats sont issus d’une collaboration
interdisciplinaire poussée entre des mathématiciens, des médecins et des physiciens.






Chapitre 1

Introduction & Motivations

La complexité des systemes vivants, tant géométrique que fonctionnelle masque éventu-
ellement que ce sont aussi des systemes physiques. La compréhension du role des phéno-
menes physiques passe nécessairement par une étape de modélisation. Elle doit prendre le
relais en simplifiant suffisamment le probleme de fagon a en extraire I'influence de chacun
des parametres. En les isolant et en les étudiant un a un, il est souvent possible de tirer
des conclusions intéressantes sur le systeme global ou ils intéragissent tous les uns avec
les autres. C’est le but du travail effectué dans cette these.

Ainsi, par exemple, le poumon doit amener de 'oxygene au contact du sang par 1'in-
termédiaire d'un réseau de “tuyaux”. Il doit aussi éliminer le dioxyde de carbone rejeté
par le sang. Il lui faut donc coexister avec le phénomene respiratoire qui permet a l'ins-
piration, 'entrée de I'oxygene et a I'expiration, I’évacuation du gaz carbonique. Associés
a cette complexité mécanique, de nombreux phénomenes physiques apparaissent, comme
la mécanique des fluides, 'élasticité des tissus, la diffusion a travers des membranes,
etc. Toute la complexité du probleme vient donc de la coordination de ces effets, parfois
contradictoires, et menant a certains compromis (optimisation). Ainsi, et c’est le role du
chapitre 2, il est important de comprendre la structure et le fonctionnement du poumon
humain avant de se lancer dans une étude de ses propriétés.

Bien qu’on ne puisse raisonnablement réduire 1’étude du flux dans les poumons a
de simples calculs indépendants du temps (stationnaires) dans des structures rigides, ils
peuvent déja nous en apprendre beaucoup. Le chapitre 3 est une application directe de
cette méthode, avec en premiere partie une étude du flux dans un arbre rigide a sept
branches avec des propriétés de symétrie facilitant la compréhension des phénomenes
d’inertie. Les études systématiques des parametres géométriques ont rendu nécessaire
I'utilisation de la simulation numérique, qui une fois mise en place est tres adaptative.
Les premiers calculs, dont les applications dépassent méme le cadre du poumon, ont
d’abord montré que la répartition des flux dans un arbre n’est pas triviale et que 1'on
doit compter avec l'inertie du fluide. Ensuite, nous avons constaté des écarts importants
entre les profils des flux a I'inspiration et a ’expiration, ce qui a été mis en parallele avec
leurs deux mécanismes, qui eux aussi s’averent différents. A partir de ces résultats, une
comparaison de ces deux phénomenes en régime instationnaire s’est avérée indispensable
pour confirmer les premieres observations, cela a débouché sur la proposition de modeles



mécaniques inspiratoire et expiratoire. Enfin nous avons travaillé sur un modele plus
réaliste (modele de H. Kitaoka [30]), permettant d’appliquer nos résultats et conclusions
dans un cadre proche du vrai poumon.

Le pourquoi des formes et des mécanismes est un enjeu de taille que ce soit par
exemple dans un but thérapeutique pour mieux comprendre les pathologies ou bien dans
un but académique afin de mieux décrypter les choix de I’évolution. Or, la nature est le
siege d'une grande variabilité, méme entre membres d’une méme espece. Dans le chapitre
4 nous étudions l'influence de cette variabilité sur la structure fractale du poumon, sim-
plification raisonnable au niveau des bronchioles. En comparant les résultats théoriques
optimaux avec des mesures effectuées dans un poumon humain, nous avons observé I’exis-
tence d’une marge de sécurité qui autorise une certaine variabilité de sa structure et qui
permet des adaptations de la taille de ses bronches sans pour autant augmenter trop
sensiblement sa résistance respiratoire. Ce décalage a l'optimalité physique montre que
la variabilité physiologique, que ce soit entre les individus ou au cours du temps chez un
méme sujet, intervient elle aussi dans le “design” des étres vivants. Ainsi, les optimaux
physiques ne doivent pas systématiquement étre les seuls criteres considérés pour expli-
quer les phénomenes physiologiques.

L’air parcourt les poumons a des vitesses tres différentes, grandes a l'entrée, elles
décroissent rapidement et deviennent négligeables en comparaison des vitesses de diffu-
sion tout au fond de 'arbre pulmonaire. Il existe ainsi une zone de transition entre la
convection et la diffusion. La localisation de cette zone en fonction du régime respiratoire
permettra de déterminer numériquement la portion de surface effectivement active au
cours de la respiration et dans les différents régimes respiratoires. Ainsi, les mesures des
efficacités au repos et a 'exercice devraient préciser les résultats obtenus par M. Felici
[19], qui mettent en évidence 'existence d'un effet d’écrantage, & 'origine d’une réserve
d’efficacité permettant des pointes de consommation comme l’exercice. A nouveau, on
observe une marge de manoeuvre dans la structure du poumon. Cette investigation de la
transition convection-diffusion passe par la mise au point d’outils numériques appropriés.
C’est le theme du chapitre 5, ou nous calculerons les vitesses de l'air dans un sous-
acinus. Ce chapitre doit étre considéré comme les préliminaires de I’étude de la transition
convection-diffusion.

Les problemes rencontrés, issus de la physique, soulevent des questions mathématiques
quant aux outils a utiliser. Ainsi, tous les résultats sont obtenus grace a un travail
mathématique, qui a abouti soit a l'utilisation approfondie de codes numériques déja
écrits, soit au développement direct de solutions numériques ou théoriques. Ainsi, nous
utilisons des outils issus de la théorie de 'optimisation (chapitre 4), de I’analyse numérique
(en tant qu’utilisateur au chapitre 3 et en tant que réalisateur au chapitre 5) et étudions
les propriétés d’une équation issue du chapitre 5 a I’aide de I’analyse fonctionnelle (Annexe
B). Ces outils sont intrinsequement liés aux problemes physiques et physiologiques en jeu.

Tous ces travaux ont permis d’améliorer la compréhension du systeme pulmonaire, en
particulier nous avons extrait de nos modeles certains parametres indispensables au bon
fonctionnement du poumon. La poursuite de ces études a pour but la création d’'un “pou-
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mon numérique” dont cette these et celle de M. Felici [19] sont les bases. La construction
d’un modele complet peut avoir des conséquences médicale, en particulier pour 1’aide au
diagnostic. Beaucoup d’autres applications sont envisageables, comme 1'étude du dépot
des particules qui permettra une meilleure prévision des zones de développement des can-
cers du poumon.

Cette these, dirigée par Bernard Sapoval (PMC, Ecole Polytechnique et CMLA, ENS
Cachan), a été effectuée en collaboration avec les physiciens Marcel Filoche (PMC, Ecole
Polytechnique et CMLA, ENS Cachan) et José Soares Andrade Jr (Université de Ceara,
Brésil). Pour les parties mathématiques nous avons collaboré avec Didier Bresch (LMC,
Grenoble), Francois Alouges (Laboratoire de Mathématiques, Université Paris-Sud, Or-
say) et Laurent Desvillettes (CMLA, ENS Cachan). Enfin nos collaborations médicales
sont le fait de Ewald R. Weibel (Institut d’Anatomie, Berne, Suisse), Thomas Similowski
et Christian Straus (UPRES EA 2397, Paris VI et Service de Pneumologie, La Pitié-
Salpetriere). Ces travaux sont donc fondamentalement interdisciplinaires.
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Chapitre 2

Le poumon humain

Base du métabolisme chez la plupart des étres vivants connus, 'oxygene doit étre
distribué dans tout l'organisme ou il est “brulé” par les mitochondries et converti en
énergie. Cette combustion libere du dioxyde de carbone (C'Os), qui doit étre évacué. Des
mécanismes de distribution complexes et tres efficaces sont donc nécessaires. En se re-
streignant a la classe des mammiferes, I'oxygene est amené aux cellules et le dioxyde de
carbone éliminé par l'intermédiaire de deux structures complémentaires et entremélées
(voir figure 2.1) : le réseau sanguin et l’arbre respiratoire. Le réseau sanguin relie chaque
cellule aux poumons, qui sont a la fois réserve d’oxygene et épurateur de dioxyde de
carbone. L’oxygene circule dans le réseau sanguin fixé sur les hématies (globules rouges)
et est libéré petit a petit a la demande des cellules. Au contraire, le dioxyde de carbone
est dissout dans le liquide sanguin englobant les hématies. En amont du poumon, le sang
est pauvre en oxygene et riche en dioxyde de carbone, il est alors de couleur bleue et
appelé sang veineux. En aval du poumon, le sang est saturé en oxygene et est pauvre
en dioxyde de carbone, sa couleur est rouge, on parle de sang artériel. La circulation du
sang, rthytmée par le coeur, vit donc un évenement cyclique important : la traversée du
poumon. Quatre-vingt-dix pour cents du volume pulmonaire est rempli par les acinus,
succession de branches recouvertes de petits sacs, les alvéoles, remplis par un gaz de
composition proche de l'air (gaz alvéolaire). C’est a la surface des alvéoles, perméable
a l'oxygene et au dioxyde de carbone, qu’ont lieu les échanges entre l'air et les capil-
laires sanguins, lesquels recouvrent toute la paroi. La surface d’échange totale au niveau
des alvéoles correspond a une centaine de metres carrés. Une aussi grande surface est
nécessaire pour couvrir les besoins énergétiques (et autoriser des pointes de consomma-
tion, par exemple en régime d’exercice). Néanmoins, le volume disponible reste limité et
cette surface est repliée sur elle-méme. Or 'air dans les alvéoles doit étre régulierement
réenrichi en oxygene et réappauvri en dioxyde de carbone pour que le systeme fonctionne.
Il faut donc disposer d’une structure et d’un mécanisme étant capables d’alimenter, dans
les deux sens, cette surface repliée (on peut d’ores et déja utiliser le mot fractal). Cest le
role de I’arbre bronchique et de la respiration. L’arbre bronchique est déja en lui-méme
source de complexité. De par sa structure arborescente particuliere, la distribution des
flux en son sein n’est pas triviale. Si on ajoute a cela le phénomene respiratoire, dans
lequel apparaissent des indices de 'existence du chaos, on voit que I'on se heurte a un
probleme difficile a maitriser dans son ensemble.
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2.1 Structure de ’arbre bronchique

Le role de ’arbre bronchique est de conduire I’air ambient, riche en oxygene et pauvre
en dioxyde de carbone, vers la surface d’échange avec le sang a l'intérieur des acinus.
La figure 2.1 montre le moulage d'un poumon humain. La complexité de la structure est
frappante. On peut observer que la géométrie est arborescente, et plus précisément, que
cet arbre est quasiment dichotomique. Cette remarque permet de le considérer comme
une succession de générations, voir figure 2.2. Cette terminologie, tres pratique, est uti-
lisée tout au long des études qui vont suivre. La premiere génération correspond a la plus
grosse branche, la trachée. Elle a un diametre de 'ordre de deux centimetres. La derniere
est située au fond de 'acinus, a la vingt-troisieme génération, elle a un diametre de I'ordre
du demi-millimetre. Le nombre de branches de cet arbre est donc a peu pres de 22 soit
plus de seize millions, mais la surface d’échange est “au fond”.

Le poumon peut étre divisé en deux régions de fonctionnement distinctes, la premiere,
I’arbre bronchique, constitue les dix-sept premieres générations et a pour seul role la
conduction de l'air vers les dernieres générations que constituent les acinus (on parle
d’espace-mort). Un acinus est un sous-arbre du poumon d’a peu pres six générations
(depuis la dix-huitieéme jusqu’a la vingt-troisieme), leur nombre est de 'ordre de 30000.
A ces profondeurs, les branches sont recouvertes d’alvéoles et deux phénomenes y sont a
priori couplés : la convection de 'air et les échanges gazeux entre I'air et le sang. Outre
la présence des alvéoles, il existe une rupture dans les propriétés géométriques du pou-
mon quand on passe de 'arbre bronchique aux acinus, par exemple les diametres des
bronches, qui diminuent tout au long des dix-sept premieres générations, se stabilisent
dans les générations acinaires [63].

Considérons d’abord les propriétés géométriques de I’arbre bronchique. Les bronches
ont une forme cylindrique, légerement conique vers le bas de I'arbre. Leur surface est an-
nelée par la structure cartilagineuse recouvrant les premieres générations de bronches. Ce
cartilage disparait petit a petit quand la génération augmente, laissant place a un muscle
le long de la paroi, le muscle lisse. Il est capable de modifier le diametre des petites
bronches, mais sa véritable fonction reste encore inconnue. Il pourrait, par exemple aider
a réguler les flux d’air ou bien protéger les bronchioles de 'obstruction. Une muqueuse
protege la surface de toutes les bronches. Celles qui sont recouvertes de cartilages sont
plutot rigides (trachée, grosses bronches) tandis que les bronchioles ont une géométrie
beaucoup plus souple, et leur taille peut varier, par exemple au cours de la respiration.

Les branchements, dichotomiques, sont sujets a une certaine dissymétrie, tres am-
plifiée dans les premieres générations qui s’adaptent a 'anatomie globale. Par exemple, les
premieres branches doivent contourner le coeur et divisent le poumon de fagon asymétrique,
en trois lobes droits et deux lobes gauches. Elles deviennent moins irrégulieres et méme
quasiment homothétiques d’une génération a l'autre a mesure que l'on s’enfonce dans
larbre. Le facteur d’homothétie varie en fait assez peu entre les générations, comme
le montre la figure 4.8. Enfin, citons quelques propriétés qui nous intéresseront parti-
culierement dans la suite : les branchements sont coplanaires, les angles entre deux plans
de branchements successifs sont proches de quatre-vingt-dix degrés et le rapport longueur
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F1G. 2.1 — Moulage de poumons humains effectué par E.R. Weibel. Les bronches sont colorées
en jaune, les arteres en rouge et les veines en bleu.
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sur diametre des branches est de I'ordre de trois dans tout I'arbre. Toutes ces propriétés
sont des observations moyennes, en effet en tant que matiere vivante, le poumon est soumis
a I'inévitable variabilité physiologique qui existe entre les individus (due aux contraintes
géométriques, a l'environnement, etc.).

Les acinus sont des arbres dichotomiques constitués de branches de diametres qua-
siment identiques (~ 0.5 mm). Les alvéoles recouvrent de plus en plus les branches a
mesure que l'on s’enfonce dans la structure. Les acinus remplissent la majeure partie
du volume disponible (90% du volume total du poumon). Dans ces générations, l'air se
déplace tres lentement et la diffusion a un réle important dans le transport de 'oxygene
et du dioxyde de carbone dans les bronches. C’est encore la diffusion, a travers une mem-
brane, qui gere les transferts des molécules entre le gaz alvéolaire et le sang.

2.2 La respiration

L’arbre bronchique est donc un ensemble de “tuyaux” reliant les acinus au milieu
extérieur. Une telle structure présente une résistance hydrodynamique et y créer un flux
nécessite un mécanisme : la respiration. En augmentant son volume, le poumon va d’abord
créer une dépression entre ses acinus et 1’air ambient. Ainsi, un flux d’air est créé depuis
Iextérieur vers I'intérieur de I’arbre pulmonaire. Ce flux alimente les acinus en air frais.
Ensuite le poumon se vide en comprimant son volume, ce qui crée une surpression dans
la structure relativement a l'air extérieur, le gaz pulmonaire est alors évacué. Tout au
long de ce cycle le sang et le gaz alvéolaire s’échangent de 'oxygene et du dioxyde de car-
bone. La respiration sert a réguler les concentrations de ces deux molécules (c’est a dire
rehausser la concentration en oxygene et réduire la concentration en dioxyde de carbone).
Comme le poumon est un arbre, les vitesses sont tres différentes entre 'entrée au niveau
de la trachée et les acinus, ainsi au repos les vitesses dans la trachée sont de l'ordre de
1 m.s~! tandis qu'elle descendent & une fraction de centimetre par seconde a l'entrée de
I’acinus. Une telle répartition des vitesses est une propriété qui nous sera tres utile au
moment de la modélisation, en distinguant différents régimes de circulation de I'air dans
I'arbre pulmonaire (régime avec inertie de Navier-Stokes ou régime lent de Stokes).

D’un point de vue mécanique, la respiration est un phénomene complexe mettant
en jeu les muscles du thorax, les articulations des cotes et 1'élasticité des tissus pul-
monaires. La situation mécanique est tres différente selon que le poumon est en inspi-
ration ou en expiration. L’inspiration est induite par la contraction du diaphragme et
de quelques autres muscles au niveau des cotes. Le diaphragme est un muscle fixé a la
base des poumons. A l'inspiration, en imposant un mouvement de haut en bas a la base
des poumons, le diaphragme va augmenter le volume pulmonaire, le poumon réagissant
par un effet “éponge” (en se dilatant, sa structure transmet le mouvement a ses par-
ties supérieures). Mais comme le diaphragme appuie aussi sur le contenu du ventre, son
déplacement va étre transmis aux cotes, qui vont entamer un mouvement d’écartement
d’amplitude décroissante du bas vers le haut. Ainsi les parties latérales du poumon vont,
elles aussi, se gonfler (mais dans une moindre mesure que la base). Les muscles inter-
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Forces élastiques

Diaphragme

INSPIRATION EXPIRATION

Fi1a. 2.3 — Pendant l'inspiration, le diaphragme tire sur la base du poumon pour le dilater.
En méme temps, il appuie sur le contenu du ventre qui transmet le mouvement aux cotes qui
s’écartent tout autour du poumon pour en dilater les régions latérales et supérieures (dans
une moindre mesure). L’inspiration est donc la conséquence d’une action globale sur 'arbre. A
I'expiration, les muscles sont relachés et les tissus dilatés par I'inspiration reprennent leurs formes
initiales. L’effort musculaire expiratoire est tres faible, le poumon se dégonfle majoritairement
par élasticité. Ainsi I’expiration est le résultat d’actions locales.

costaux accompagnent le mouvement des cotes et empéchent qu’il n’ait un effet de com-
pression a certains endroits, particulierement au sommet du poumon. L’inspiration a une
durée moyenne de deux secondes. L’inspiration est un phénomene actif, car elle est basée
sur un effort musculaire, controlable. A noter que les forces intervenant ont plutot un
effet global.

Le phénomene expiratoire est tres différent. En effet a I'issue de I'inspiration, les tissus
ont été tendus et ils ont emmagasinés de I’énergie élastique. Leur position d’équilibre étant
la position initiale avant I'inspiration. Ainsi, pour simplifier, expirer revient a relacher
les muscles utilisés a l'inspiration, les forces de rappel élastiques étant a l'origine de la
compression du volume pulmonaire. Cette force est toutefois accompagnée par quelques
muscles qui retiennent le mouvement afin qu’il ne soit pas trop rapide, ces muscles n’ont
néanmoins qu’une petite influence. L’expiration est qualifiée de passive, car la majeure
partie des forces en jeu, qui sont des forces élastiques (donc locales), n’est pas directement
controlable. L’expiration dure environ trois secondes.

La respiration est donc asymétrique au cours du temps et fait intervenir les propriétés
élastiques du poumon. Ces propriétés ne sont pas homogenes dans l'arbre pulmonaire,
accroissant encore le niveau de complexité du probleme. A noter que la classe des mam-
miferes est caractérisable par une respiration basée sur 'existence d’un diaphragme.
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2.3 Conclusions

Le poumon est donc une structure arborescente de vingt-trois générations dont les
fonctions sont assurées grace a la mécanique de la respiration et aux phénomenes de
diffusion. Structure et mécanisme ont chacun leur complexité. Notre travail, plutot basé
sur I'étude de la géométrie va néanmoins montrer qu’il existe un lien important entre
les deux. Ce lien n’est bien-entendu pas surprenant, le poumon étant le résultat d’une
longue évolution parallele de ces deux complexités. Ce qui les relie est la nécessité de
distribuer de fagon “raisonnable” les flux dans la structure. Ainsi, nos études sur la
dépendance du flux a la géométrie sont liées d’une fagon ou d’'une autre a la respiration.
Nos premiers modeles, stationnaires, laissent déja apparaitre des différences entre les flux
inspiratoires et expiratoires. Du point de vue de la mécanique des fluides, vouloir faire
entrer de I'air dans un arbre est en effet bien différent de vouloir le faire sortir. Ces
résultats sont précisés par des études dans des modeles instationnaires. Les premieres
conclusions laissent entendre que l'inspiration est plus difficile & mettre en oeuvre d’un
point de vue énergétique que 'expiration, ce qui s’accorderait avec le fait que 'inspiration
soit plutot un phénomene actif. Enfin, nous nous apercevrons que ’arbre doit aussi avoir
des propriétés géométriques particulieres pour que la respiration ne consomme pas trop
d’énergie. Plus précisément, nous montrerons que le poumon réel est protégé dans une
certaine mesure de la variabilité intrinseque aux systemes physiologiques.
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Chapitre 3

Flux dans ’arbre supérieur
(générations 1 a 6)

La circulation d’un fluide dans un arbre est un probleme courant en physique, en
géologie et en physiologie. Par exemple on peut citer les flux a travers des milieux po-
reux, la circulation du sang et la respiration. Quand on étudie le transport dans un de
ces systemes, le principal objectif est de comprendre les mécanismes qui gouvernent la
répartition des flux au niveau des bifurcations. Jusque récemment, il était en général
supposé que les lois de Poiseuille étaient suffisantes pour décrire la propagation du flux
a travers des structures branchées. Ces lois relient linéairement le flux et la chute de
pression, ® o« AP (voir partie 4.1.2 et plus précisément 1’équation 4.3), ce qui n’est
vrai que pour de petits nombres de Reynolds. Cependant de nombreuses études ont
ét¢é menées sans tenir compte de cette restriction. Dans le contexte des milieux poreux
par exemple, on peut représenter le flux a travers le matériau comme la distribution
d'un courant électrique dans un réseau de résistances. Par nature ce genre de modele
ne peut prévoir qu’'une répartition synchrone du flux a travers des structures branchées
[40]. Or la principale difficulté lors de la modélisation d’un flux dans un arbre est due
aux effets d’inertie qui, & des nombres de Reynolds méme modérés, rendent les lois de
Poiseuille invalides car les forces d’inertie deviennent importantes devant la viscosité. Des
expériences et simulations numériques ont montré sans aucune ambiguité ’existence des
effets d’inertie dans les structures branchées et plus particulierement dans I’arbre bron-
chique [24, 55, 56, 54, 28, 1, 59, 69, 2, 70, 33, 16, 15].

Les vitesses de l'air a l'intérieur du poumon sont tres différentes selon que 1'on
considere l'entrée (quelques centimetres carrés : la section de la trachée) ou les extrémités
(une centaine de metres carrés, dans les 217 acinus). Les vitesses couvrent une gamme
allant d’une vitesse quasi nulle au niveau des acinus, ou le transport de l'oxygene et
du dioxyde de carbone est effectué par diffusion, jusqu’a quelques metres par seconde a
I’'entrée des poumons. L’amplitude de cette gamme dépend du régime respiratoire : en
régime d’exercice, qui ne sera pas étudié ici, entrent en jeu des effets de turbulence dis
aux nombres de Reynolds importants (jusqu’a 10000) qui apparaissent dans la trachée et
les premieres bronches. Au repos, les vitesses de 'air dans la trachée sont de 'ordre de
1 m.s~! et & partir de la dix-huitiéme génération, on peut négliger la vitesse globale de
lair relativement aux vitesses de diffusion [63]. Dans ces conditions le nombre de Rey-
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nolds (nombre sans dimension correspondant au rapport inertie sur forces visqueuses du
fluide, voir 3.2.1) atteint des valeurs de I'ordre de 1000 dans les premieres bronches, et des
effets d’inertie déja importants apparaissent. Lors de la répartition du flux d’air dans ses
sous-parties, le poumon doit donc tenir compte de I'influence de I'inertie qui va créer des
préférences directionnelles. La géométrie compense-t-elle I'inertie 7 Existe-t-il des struc-
tures idéales qui répartirait les flux de fagon homogene? Un systeme vivant peut-il les
réaliser 7 Les réponses a ces questions sont essentielles pour comprendre si le poumon
est géométriquement efficace ou si une régulation des flux est nécessaire (par exemple
par adaptation dynamique de la géométrie, fonctionnalité que le muscle lisse pourrait
remplir).

Pour comprendre les phénomenes en jeu, il est plus simple de travailler avec des
géométries symétriques [32, 38]. En particulier, pour irriguer uniformément un volume
symétrique, un simple argument de “collage” montre qu’il faut utiliser un arbre symétrique.
En effet, supposons qu'un arbre dissymétrique remplisse un volume qui a un plan de
symétrie. L’arbre étant dissymétrique, le flux sera différent dans les deux parties symétriques
du volume. En choisissant le demi-arbre qui est le plus “efficace” et en en faisant 'image
mirroir relativement au plan de symétrie, on obtient un nouvel arbre, désormais symétrique
qui est plus efficace dans sa distribution du flux. Ainsi, dans le cadre de 'approxima-
tion de Poiseuille, le seul moyen pour avoir une parfaite symétrie en flux est d’utili-
ser un réseau symétrique. A chaque bifurcation, les branches-filles doivent étre iden-
tiques indépendamment du contexte géométrique. Cela peut étre faux en présence d’ef-
fets d’inertie. De plus, le poumon étant une succession de branchements, le flux final
est la conséquence d’un processus multiplicatif. Ainsi, méme une petite dissymétrie a
chaque bifurcation peut entrainer une forte inhomogénéité du flux global [46]. Comme
la géométrie des poumons des mammiferes est toujours le siege d’une certaine variabilité
physiologique [49], il est intéressant de se demander dans quelle mesure une modification
de la structure peut perturber la distribution des flux.

Le flux d’air dans un modele de poumon théorique a trois générations a donc été étudié
par simulations numériques. Cet arbre est destiné a remplir de facon homogene quatre
volumes identiques. Nous avons quantifié la rupture de symétrie des flux de sortie qui, en
régime lent (Poiseuille), seraient répartis avec égalité. L’influence de certains parametres
géométriques a été étudiée, en particulier pour déterminer la sensibilité du systeme aux
“défauts” géométriques.

Nos premiers résultats, en régime stationnaire, ont confirmé que la distribution ho-
mogene des flux ne pouvait se faire que par une géométrie parfaitement symétrique.
Toutefois, cette répartition est tres sensible aux variations : un léger écart entraine un
rapide déséquilibre, du au profil de vitesses tres particulier dans la deuxieme génération :
la M — shape [48]. La réduction du nombre de Reynolds mene progressivement & une
homogénéisation du flux dans toute la structure et un seuil a été déterminé : pour un
Reynolds inférieur a 100, les effets d’inertie peuvent étre négligés. Ainsi, en régime respi-
ratoire de repos, ces effets sont négligeables des la sixieme génération. Grace a ce seuil,

les générations suivantes peuvent étre étudiées analytiquement, voir le chapitre suivant
4.
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L’introduction du temps dans les simulations a permis un progres significatif du point
de vue du réalisme de nos résultats. Des pistons ont été placés a chacune des sorties de la
géométrie, ils vont créer les flux inspiratoire et expiratoire, successivement par dilatation
puis contraction et ceci de fagon cyclique. Ainsi le flux provient, comme dans les poumons,
du déplacement du fond de la géométrie. Ces simulations, beaucoup plus cotiteuses en
temps, ont entre autre permis de valider nos calculs stationnaires. Elles ont aussi mis
en évidence une dissymétrie importante entre les flux inspiratoire et expiratoire, ce qui
sous-entend une mécanique elle aussi dissymétrique. L’inspiration est sujette a certaines
inhomogénéités en pression qui n’existent pas a ’expiration. Tout ceci est cohérent avec
les caracteres respectivement actif et passif des moteurs mécaniques de I'inspiration et de
I’expiration.

3.1 Modeles géométriques

Les poumons ne branchent pas toujours de fagon symétrique, surtout dans les premieres
générations qui ajustent l'arbre a la géométrie de la cage thoracique, par exemple pour
éviter I'emplacement du coeur (le meilleur moyen de minimiser la résistance avec une
contrainte volumique est en effet de compenser des les premieres générations, voir cha-
pitre 4). Néanmoins comprendre la complexité d'un flux dans une structure asymétrique
est tres difficile car on ne peut pas, a priori, retrouver aisément des patterns entre entrées
et sorties (voir 3.3.3 pour un exemple de flux dans un arbre non symétrique). Il est
donc intéressant de travailler en premier lieu avec un arbre présentant des propriétés
de symétrie et d’étudier ses effets sur le flux. Plus précisément, on veut répondre a la
question : retrouve-t-on la symétrie de la géométrie dans la structure des flux? Ainsi la
plupart des modeles utilisés branchent de fagon symétrique : les branches d’'une méme
génération sont identiques. L’arbre possede un axe de symétrie correspondant a l'axe
du cylindre de la premiere génération. Certaines propriétés des poumons sont toutefois
conservées : la taille des bronches est réaliste et les branchements se font dans un méme
plan (voir figure 3.3, ou les triplets de branches ABC, BDE et CFG définissent chacun
un plan). Ce type de géométrie correspond & un modele de poumon dont le role est de
remplir de fagon homogene des volumes identiques situés a chacune de ses extrémités. Les
conditions imposées a ces sorties seront identiques pour simuler un mécanisme lui aussi
symétrique (mouvement induit par pressions ou flux imposés). Le nombre de générations
de ces modeles est limité a trois, ce qui, du point de vue du maillage, permet d’utiliser
une taille de maille moyenne constante dans toute la géométrie, tout en conservant un
nombre d’éléments raisonnable (de I'ordre de 300000).

Les bronches sont modélisées par des cylindres lisses. Bien que leur structure an-
nelée crée des ondulations sur leur surface, l'effet sur les flux reste négligeable car les
vitesses sont faibles le long des parois, ce qui est cohérent avec des conditions aux bords
de non-glissement. Enfin, on peut noter que les bronches ont une forme tres légerement
conique, c¢’est néanmoins suffisamment faible pour étre négligé en premiere approxima-
tion. Ainsi des cylindres lisses sont de bons compromis. En pratique, les cylindres ont été
“discrétisés” en cylindres polygonaux dont les bases sont des polygones a seize cotés. Les
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bifurcations jouent le role de séparatrices de flux, leurs formes sont donc importantes et
dans les poumons ce sont des parties relativement complexes. En effet, I'intersection des
trois branches d’une bifurcation est surmontée d’une languette de cartilage qui adoucit
I’angle et guide ’air dans les différentes bronches. La modélisation de ces languettes étant
assez complexe du point de vue du maillage, nous avons choisi de les représenter par une
intersection assez anguleuse, sans toutefois créer de singularité. Les bifurcations ont donc
pu étre modélisées simplement, en tracant des segments entre les sommets des polygones
formant les bases des cylindres, comme le montrent les figures 3.1 et A.4. Pour plus de
détails voir 'annexe A.

Fi1G. 3.1 — Géométrie et maillage d’'une bifurcation. A est la branche meére, B et C sont les
branches filles. Le nombre de total d’éléments est de l’ordre de 300000.

Enfin, comme la simulation dans tout l'arbre est hors de portée aujourd’hui, seules
trois générations sont considérées. Le modele de gauche de la figure 3.2 est utilisé dans
le cas des conditions de pression en sortie. Le modele de droite est utilisé pour imposer
les flux aux quatre sorties. Les tubes de la troisieme génération s’évasent pour simuler
les générations suivantes, créant une aspiration provenant de toutes les directions. Cela
correspond a une homogeneité de pompage des petites bronches, que ’on peut considérer
distribuées de fagon quasi homogene dans les poumons. Ce modele est aussi utilisé en
régime non stationnaire : les parties évasées fonctionnant comme des pistons, leurs mou-
vements créant le flux dans la structure. A noter que ’on utilisera, un peu abusivement,
le terme trachée pour parler de la branche de la premiere génération.

Toutes ces géométries sont réalisées automatiquement par un programme en C+-+
(doc2dat) qui gere la plupart des parametres. Pour plus de détails (techniques) sur les
programmes, les mesures des angles et longueurs, voir ’annexe A.

3.2 Régime stationnaire inspiratoire
Le régime stationnaire a le mérite de demander un temps de calcul raisonnable tout
en conservant une signification physique quand les temps de relaxation ne sont pas trop

importants, ce qui est le cas pour le poumon (voir 3.3.2 pour la validation des résultats
stationnaires). Une étude systématique de certains parametres de la géométrie a donc pu
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F1a. 3.2 — Les modeles utilisés lors des simulations stationnaires. A gauche, le modele avec pres-
sions imposées aux sorties. A droite, la méme géométrie munie de tubes évasés aux extrémités.
En régime stationnaire des conditions de flux seront imposées a la base de ces évasements. En
régime instationnaire, ils joueront le réle de pistons, qui créeront le mouvement de ’air par des
oscillations périodiques imposées.

étre effectuée. La compréhension de l'influence de ces parametres est indispensable car
elle permet de donner un sens a certaines propriétés du poumon qui sans cela resteraient
des observations.

3.2.1 Equations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont extremement non linéaires, I'influence de cette
non-linéarité dépend d’une grandeur adimensionnelle appelée nombre de Reynolds défini
par :

pvd

0

Re

ol p représente la densité du fluide, p sa viscosité, v sa vitesse caractéristique et d la
taille caractéristique du domaine dans lequel le fluide circule. Ce nombre apparait quand
on écrit la version adimensionnelle des équations de Navier-Stokes. Le comportement des
équations est lié & ce nombre et on I'utilise pour décrire leur comportement. Ainsi quand
le nombre de Reynolds est grand, cas dans lesquel il n’y a pas forcément unicité de la
solution (pour 'équation stationnaire), le fluide entre dans le régime dit de turbulence.
Pour des nombres de Reynolds pas trop grands, le fluide est dit laminaire. Dans le pou-
mon (et dans les modeles considérés), il est difficile de définir réellement la dimension
caractéristique d de la géométrie, car la taille des tubes et a priori la vitesse décroissent
avec la génération (voir 4.1.2) mais il est possible de définir un nombre de Reynolds par
branche. On peut considérer que la valeur de ce nombre en entrée est représentative pour
comparer différents calculs et c¢’est ce nombre qui sera utilisé ci-dessous.
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L’ordre de grandeur des nombres de Reynolds considérés ici est de 1000, cela corres-
pond & un léger exercice, ne faisant pas intervenir a priori la turbulence (ce qui est vérifié
en pratique, sachant que ce nombre décroit vite dans ce type de géométrie, et ce des la
premiere bifurcation grace a la diminution de la taille caractéristique et de la vitesse).

Les phénomenes d’inertie proviennent du terme non-linéaire u.Vu présent dans 1’équation
de Navier-Stokes que ’on peut écrire :

p%-l—pu.Vu—,uAu—FVP:f
(3.1)
div(u) =0

ou u et p représentent respectivement la vitesse et la pression. f est la résultante des
forces externes agissant sur le fluide, par exemple la gravité. Le fluide considéré est de
Iair avec une viscosité égale & u = 1.785 x 107° kg m~!s™!, une densité p = 1.18 kg m—3
et il est considéré incompressible. Dans cette section, on cherche a obtenir une solution
avec 2% = 0 (régime stationnaire). Le schéma numérique utilisé (voir [51]) résout Navier-
Stokes instationnaire avec des conditions de bords fixes en temps. Le temps sert alors de
variable de relaxation et le schéma est censé converger vers une solution indépendante du

o .
temps (le terme % devient nul).

Nous avons résolu numériquement ces équations grace au logiciel N3S, ce code utilise
la méthode d’éléments finis de Chorin-Temam, aussi appelée méthode de projection, basée
sur une remontée de caractéristiques pour traiter les termes en temps et sur un premier
calcul qui donne une solution a divergence non nulle. Celle-ci est ensuite corrigée par une
derniere étape dite étape de pression/continuité qui projete la précédente solution sur
un espace a divergence nulle. Les vitesses sont approchées en éléments P? tandis que les
pressions le sont en éléments P'. Pour des précisions sur cette méthode, voir la référence
[51].

3.2.2 Inspiration stationnaire : conditions en pression

Dans cette partie, les simulations sont effectuées dans le modele de la figure 3.3. Pour
rappel, cette géométrie, de dimensions comparables a celles des poumons (voir I’annexe
A pour plus de détails), est un arbre dichotomique de trois générations qui branche de
facon symétrique et possede un axe de symétrie correspondant a I’axe de la trachée, voir
chapitre 3.1. Ces propriétés permettent de mettre en évidence deux types de branches a
la troisieme génération : les branches latérales (branches D et G figure 3.3) et les branches
inférieures (E et F). Géométriquement, les axes des branches inférieures ont une orienta-
tion plus proche de la trachée que les branches latérales. Cette remarque est importante
quand on sait que “phénomene d’inertie” est synonyme dans notre cas de : “la direction
préférentielle du fluide est celle qu’il a déja”.

Il s’agit de comprendre comment de l'air circulant dans ce type de structures va se
répartir entre les différentes sorties. La géométrie possede des propriétés de symétrie que
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le fluide ne va a priori pas conserver a cause de son inertie. A travers des simulations
numériques dans des géométries dont certains parametres ont été modifiés, nous avons
cherché a minimiser I'influence de ces effets inertiels. Trois parametres ont été étudiés :
'angle entre les deux plans de branchement successifs (entre les plans (ABC) et (BDE) de
la figure 3.3), le rapport longueur sur diametre des branches (qui est identique pour toutes
les branches) et le nombre de Reynolds. Ces trois grandeurs sont clairement définies dans
le poumon humain, principalement & partir des troisiemes ou quatriemes générations (le
poumon “utilise” les premieres générations pour éviter le coeur, elles sont donc différentes
des suivantes) : deux plans de branchement successifs forment un angle toujours proche de
90° tandis que le rapport longueur sur diametre vaut toujours a peu pres trois. Le nombre
de Reynolds permet de choisir, en premiere approximation, quelles générations modélise
I’arbre. Ainsi un nombre de Reynolds de 1'ordre de 1000 correspond aux trois premieres
générations du poumon, en régime de léger exercice. Un nombre de Reynolds de 600 cor-
respond aux générations deux a quatre pour le méme régime respiratoire (voir chapitre
3.2.2, sous-partie Influence du nombre de Reynolds pour une évaluation de la décroissance
du nombre de Reynolds au cours des générations) et ainsi de suite. Il y a, bien str, un
probleme de conditions d’entrée inconnues quand on considere des générations en-dessous
de la trachée, surtout compte-tenu des effets d’inertie, mais les résultats obtenus restent
néanmoins significatifs car ils définissent une tendance générale.

Fi1c. 3.3 — Exemple du type de géométrie utilisées lors des simulations. L’image montrée ici
correspond & L/D = 3 et a = 45°. On observe deux types de branches de troisieme génération :
les branches latérales (D et G) et les branches inférieures (E et F). L’orientation des axes de
ces derniéres étant plus proche de la branche d’entrée A, elles sont favorisées en terme de flux.

Les conditions aux limites imposées suivent les symétries de la géométrie, ainsi les
quatre sorties sont supposées étre a des pressions identiques, des conditions de Neumann
ont donc été imposées (pression nulle et du/On = 0). Ces conditions simulent des muscles
qui dépenseraient exactement la méme énergie a chacune des sorties pour pomper 'air
dans les poumons. De telles conditions sont cohérentes avec la géométrie qui est censée
remplir quatre volumes identiques. En entrée est imposé un flux entrant parabolique

27



(profil de Poiseuille) qui s’écrit dans un référentiel adapté a la section et en notant R le
rayon de 'entrée :

R — (2 +y%)
R2
A noter que I'on veut fixer le nombre de Reynolds, et que cela définit directement v,,4,
par la formule Re = M% (on considere que la vitesse caractéristique est la vitesse

U(xay) = VUmaz X

moyenne du fluide, c’est a dire v;,4,/2). Pour un nombre de Reynolds de I'ordre de 1200,
la vitesse moyenne correspondante est vy, = 1 m.s~ [63]. Sur les parois sont imposées
des vitesses nulles, qui tiennent compte du fait que, dans les poumons, le glissement est
minimisé par la structure annelée de la surface des bronches. Une fois ces conditions
imposées, il s’agit de mesurer I'écart des flux entre les deux types de sortie (seule la
différentiation latérale et inférieure est importante car le flux sera le méme dans deux
branches de méme type, par symétrie). Pour mesurer cet écart, on définit un nombre
appelé 'asymétrie des flux :

Op — Pp

E(a,L/D, Re) = ’m

Les variables ®p et &g correspondent aux flux respectifs des branches latérales et
inférieures, a est 'angle entre les plans de branchement de la géométrie, L/D le rapport
longueur sur diametre des bronches et Re le nombre de Reynolds. A noter que I'angle de
référence av = 0° correspond a un arbre plan (plus exactement dont les axes des branches
se situent toutes dans un méme plan).

Nous avons effectué¢ des simulations a Reynolds fixé a 1200 pour tous les couples
(a, L/ D) avec a dans {0°,15°,30°,45°,60°,75°,90°} et L/D dans {2.5,3,3.5,4}. Les vi-
tesses de lair & I'entrée des poumons sont de I'ordre de 1 m.s™! au repos (dans ce cas
Re =~ 1000) et peuvent atteindre 10 m.s~! en exercice intense (Re ~ 10000) [63]. Le cadre
de nos simulations correspond donc a un régime proche du repos.

L’influence du nombre de Reynolds a été aussi étudié dans quelques géométries (L/D =
3, @ = 60° et a = 75°). Comme il définit 'amplitude des effets d’inertie, ces simulations

ont permis de déterminer a partir de quelle génération on peut négliger ces effets.

Résultats, généralités

Le flux est soumis a des contraintes inertielles importantes, visibles des la deuxieme
génération. Dans la branche de premiere génération, le flux acquiert une direction préférentielle :
I’axe de la trachée. En atteignant la bifurcation le flux va se coller sur la paroi des branches
de deuxieme génération, créant un profil caractéristique de vitesse appelé M-shape dans
la littérature [69, 48]. La coupe en haut a droite de la figure 3.4 en est un exemple ty-
pique. Excepté pour un angle tres particulier respectant ’axe de symétrie de la M-shape
(v = 90°, voir ci-dessous), celle-ci brise la symétrie lors du branchement suivant. Ainsi,
les branches de la troisieme génération peuvent recevoir des flux tres différents, cette
différence dépendant de la position du plan de branchement par rapport a la M-shape.

On peut aussi noter que ce profil particulier ne reste pas identique a lui-méme le long de
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la branche : elle a tendance a s’homogénéiser durant sa progression dans le tube, c’est
pourquoi le parametre L/D a une importance non négligeable dans la réparition des flux.
Un exemple de flux dans les trois générations est présenté sur la figure 3.4 dans le cas
a=45°et L/D = 3.

F1aG. 3.4 — La coupe en haut & gauche correspond & la premiere génération, la coupe en haut a
droite la deuxiéme génération tandis que les coupes du bas sont celles d’une branche inférieure
a droite et d’une branches latérale a gauche. L’inertie déforme le flux dans les branches de la
deuxieme et de la troisieme génération.

Dans la seconde génération, les phénomenes d’inertie sont caractérisés par I’écrasement
du flux sur la paroi opposée a la trachée. Puis, en avancant le long de la branche, une
partie du flux va se répartir le long de la paroi en tournant autour de I'axe du cylindre,
c’est le fluz secondaire (ou secondary flow en anglais). Ce flux secondaire est a 'origine
de ’homogénéisation de la vitesse observée dans des branches assez longues (donc pour
de grands rapports L/ D, voir ci-dessous). La figure 3.5 schématise ces observations.

‘ll Premiére génération

Deuxiéme génération

Fia. 3.5 — Origine de la M-shape. Le flux provenant de la premiére génération se retrouve
majoritairement sur la partie inférieure de la branche de seconde génération, puis il entame un
mouvement de rotation autour du cylindre tout en avangant le long de la branche.
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La troisieme génération est représentée par les coupes en bas de la figure 3.4. On voit
que la branche inférieure (a droite) regoit plus de flux que la branche latérale (a gauche).
On voit aussi que le flux n’est pas réparti de fagon homogene sur la section, cela implique
que s’il y avait encore une bifurcation le flux ne se diviserait pas de facon symétrique sans
une contrainte tres précise sur la géométrie, qui ne serait d’ailleurs pas la méme pour les
branches latérales et inférieures.

Résultats, influence de ’angle o

Les résultats sont exposés sur la figure 3.6 qui présente > en fonction de a pour
différentes valeurs de L/D. Deux points importants apparaissent : l'existence d’un mi-
nimum avec > = 0 et le comportement sensible autour de ce minimum. Le minimum
étant 0, on voit qu’il existe une géométrie répartissant le flux de facon homogene, cette
géométrie correspond a a = 90° (une géométrie avec deux plans de symétrie), néanmoins
une petite variation autour de cet angle idéal entraine une augmentation tres rapide de
I’asymétrie. On peut observer que ¥ est maximum pour un arbre plan, tres loin de la
réalité anatomique.
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Fic. 3.6 — Dépendance de I'asymétrie X en fonction de ’angle entre les plans de branche-
ment «. Le Reynolds est fixé a 1200. Les oscillations sont dues a des erreurs numériques.
Les valeurs a = 0° et o = 180° correspondent a un arbre plan. a = 90° est la valeur
moyenne observée dans les poumons des mammiferes.

La sensibilité de 'asymétrie relativement a « est une conséquence de la fagon dont
les branches de la troisieme génération captent la M-shape. On peut en effet définir sur
celle-ci deux zones de capture de flux correspondant chacune & une branche-fille. La po-
sition de ces zones dépend de 'angle a.. Ainsi @ = 90° divise la M-shape en deux zones
identiques (plan (ABC') sur la figure 3.7). Toutefois dés que 'angle change, on ajoute
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d’un c6té beaucoup de flux (zones rouge et jaune figure 3.7) tandis que de I'autre on en
retire beaucoup. C’est la raison pour laquelle on observe un pic autour de o = 90° sur la
figure 3.6.

ABC o
plane BIDE
Flow piane
splitting
plane D

=

"

F1G. 3.7 — Coupe montrant le profil de vitesse M-shape pour L/D = 3 et a = 45°, cette coupe
a été effectuée au milieu d’une branche de la seconde génération (branche B). Les couleurs
indiquent I'amplitude des vitesses, 'ordre de couleurs bleu, vert et rouge correspond a un ac-
croissement des vitesses. Les branches de troisieme génération sont représentées en bleu, vers
I'arriere. On observe une zone de faibles vitesses au centre de la coupe. Le plan de bifurcation
(BDE) est a l'origine de I'asymétrie : la branche du bas (E) regoit plus de flux que celle du
haut (D).

La figure 3.8 est un exemple de ce phénomene de séparation des flux dans le cas ou
L/D = 3 et a = 45°. Sont représentées des coupes de la branche B (seconde génération).
L’axe de la trachée est vertical. La premiere coupe correspond au flux a I’entrée de la
branche, les vecteurs vitesses sont majoritairement orientés vers le bas de la figure : la M-
shape est en cours de formation. On peut I'observer sur les deuxieéme et troisieme coupes.
La troisieme coupe se situant en aval de la deuxieme, on remarque une légere “dilution”
des grandes vitesses de la base de la M-shape et un allongement des pointes vertes situées
en haut a gauche et en haut a droite : le flux secondaire progresse en tournant le long de la
paroi circulaire, voir figure 3.9. Si la branche était suffisamment longue, ce flux remplirait
par le haut le centre de la M-shape, ici le siege de vitesses faibles. Les deux dernieres
coupes sont observées au niveau de la bifurcation, on voit nettement que la branche du
bas va recevoir plus de flux que celle du haut et que ce phénomene est une conséquence
de la M-shape.

Ainsi ’angle entre les plans de branchement joue un role fondamental dans la répartition
des flux : seule une valeur, précisément égale a 90°, permet une répartition homogene du
flux entre les quatre branches-filles. Malheureusement toute déviation entraine un rapide
déséquilibre entre les branches inférieures et latérales, les inférieures étant favorisées en
terme de flux par les phénomenes d’inertie.
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F1c. 3.8 — Evolution de la M-shape le long d’une branche de la deuxiéme génération. L’axe de
la trachée est vertical. On voit que lors du branchement, la plus grande partie du flux va dans
la branche du bas a cause des effets d’inertie.

Les angles entre plans de branchement dans les poumons sont proches de 90° mais il
existe inévitablement chez les étres vivants une certaine variabilité. Ainsi des écarts, méme
faibles, de ces angles vont entrainer, compte-tenu des résultats ci-dessus, une répartition
inhomogene des flux. Ce processus se répetera sur plusieurs générations (tant que l'iner-
tie joue un role, a peu pres pendant cing ou six générations, c’est a dire pendant une
succession de quatre ou cing plans de branchement, voir ci-dessous I'influence du nombre
de Reynolds sur 'asymétrie) et a la limite, une répartition multifractale [46] des flux
apparaitrait aux sorties. Plus précisément, un modele simple de ce phénomene peut étre
construit si on considere qu’a chaque branchement une fraction p du flux va dans une
branche-fille et (1 — p) dans l'autre. Une répartition identique des flux pour toutes les
générations est raisonnable compte-tenu du fait que I'asymétrie est quasiment la méme
jusqu’a un nombre de Reynolds critique de I'ordre de 250, voir ci-dessous, en particulier
la figure 3.10. Si on considere un arbre de six générations, les flux en sortie s’écrivent, en
notant ® le flux en entrée :

Ptx(l—=p)"xd

avec (n,m) € N tels que n +m = 5. Ainsi pour une asymétrie de 10%, p = 0.45 et
(1 — p) = 0.55. La branche la plus défavorisée recoit un flux de 0.45%° x ® ~ 0.018 x ®
tandis que la branche la plus favorisée recoit 0.55° x ® ~ 0.050 x ®. Un rapport de 2.8
existe donc entre les deux branches, ce qui crée des inhomogénéités incompatibles avec
notre hypothese initiale de quatre volumes identiques. Dans un arbre dissymétrique, le
méme phénomene serait observé avec toutefois une différence : I'unique géométrie adaptée
a la répartition des flux vers des volumes inégaux serait obtenue avec un angle différent
de a = 90°.

Ainsi seule une géométrie précisément construite peut distribuer convenablement les
flux. Or le poumon est une structure dont la géométrie change au cours du temps, ne
serait-ce que par la mécanique de la respiration. C’est pourquoi le flux doit forcément
y étre régulé. Cette régulation pourrait étre musculaire, au niveau des petites bronches
(par le muscle lisse) ou encore imposée par les amplitudes locales du gonflement de I’arbre
bronchique lors de Iinspiration (conditions aux limites de flux, auquel cas on a une in-
stabilité en pressions, voir chapitre 3.2.3). Dans tous les cas cela implique une prise en
compte de ces phénomenes d’inertie par le poumon.
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Résultats, influence du rapport longueur sur diametre L/D

Le rapport longueur sur diametre des branches joue un role important car il corres-
pond a la capacité que peut avoir I’arbre d’homogénéiser les phénomenes d’inertie. En
effet, si les branches étaient suffisamment longues, la M-shape se transformerait progres-
sivement en un profil parabolique (profil de Poiseuille) et I'asymétrie de répartition des
flux a la troisieme génération disparaitrait. Toutefois seules de tres longues branches le
permettraient et le rapport L/D des poumons, qui est de ordre de 3, ne permet qu’une
homogénéisation partielle comme le montre la figure 3.6 ou les différentes courbes cor-
respondent a différentes valeurs de L/D (2.5, 3, 3.5 et 4). On voit clairement qu’allonger
ce rapport diminue sensiblement 'asymétrie mais que le facteur 3 (et méme 4) ne suf-
fit pas. Dans tous les cas, I'asymétrie reste tres sensible aux variations autour de 90°.
Malgré la nécessité d’une régulation des flux, des branches trop courtes dans le poumon
entraineraient des effets d’inertie bien trop importants et difficilement gérables (surtout
en régime d’exercice). D’un autre c6té des bronches trop longues auraient des volumes et
des résistances trop importantes. Ces remarques qualitatives suggerent l'existence d’un
compromis ou L/D de l'ordre de 3 a été sélectionné.

Fia. 3.9 — Evolution de la M-shape le long d’une branche de la deuxiéme génération dans le
cas ou le rapport longueur sur diametre vaut 4. L’axe de la trachée est vertical. De gauche a
droite les coupes vont d’aval en amont de la branche, elles sont espacées de 8 mm. La premiere
coupe ne montre pas encore la M-shape mais on voit qu’elle est en cours de formation, les
vecteurs vitesses sont dirigés vers le bas et le flux va se “tasser”. La M-shape est présente sur
les autres coupes, elle se déforme progressivement quand on suit la branche. Elle a tendance a
s’homogénéiser, les grandes vitesses a la base diminuant au fur et & mesure que le flux secondaire
envahit le centre par les cotés, en haut (pics verts). L’asymétrie est moins marquée dans ce cas
car les tubes sont assez longs pour permettre au flux de mieux se répartir dans le volume.

La figure 3.9 montre le phénomene d’homogénéisation des effets d’inertie dans la se-
conde génération (branche B) dans le cas o = 45° et L/D = 4. En particulier, le centre
de la coupe, d’abord zone de faibles vitesses, se remplit progressivement grace au flux
secondaire qui tourne autour de la paroi en avancant. Le centre se “remplit” progressive-
ment de flux par le haut. Si les branches étaient suffisamment longues, on obtiendrait un
profil parabolique.

Résultats, influence du nombre de Reynolds
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La figure 3.10 montre la dépendance de I'asymétrie dans deux géométries avec L/D =
3 et pour « valant 60° (cercles) et 75° (carrés). La dépendance au nombre de Reynolds
est surtout importante pour les petites valeurs (< 250). Ensuite un plateau est atteint
et les variations deviennent relativement faibles. Ce plateau dénote une certaine satura-
tion du phénomene d’asymétrie due en particulier au flux secondaire qui se déplace plus
rapidement pour les grands Reynolds et remplit le centre de la M-shape [16]. Ce genre
de comportement a déja été observé dans des géométries a deux dimensions [69, 2|. Le
nombre de Reynolds seuil qui sépare ces deux comportements est quasiment indépendant
de I'angle (c’est raisonnable compte-tenu du fait que I'asymétrie provient de la M-shape
qui est toujours la méme a Reynolds et L/D fixés).

10 : :
8 | |
)
S
>
s
S 6 |
e
£
7
c 4T 1
=
L=
o
2+ |
0 n 1 n 1 n
0 500 1000 1500

Reynolds number

Fi1a. 3.10 — Dépendance de I'asymétrie ¥ en fonction du nombre de Reynolds Re dans le cas
L/D = 3. Les cercles correspondent & a = 60° et les carrés a a = 75°.

La figure 3.11 montre des coupes de la branche B (seconde génération) pour différentes
valeurs du nombre de Reynolds. Pour les grandes valeurs, la M-shape est tres marquée.
Quand il diminue, on voit que les lignes de niveau des vitesses tendent a devenir des
cercles concentriques : la M-shape se réduit a un profil de Poiseuille. Pour un nombre
de Reynolds de 120, asymétrie est inférieure a 2% et donc elle devient négligeable. On
peut estimer la génération a partir de laquelle I'inertie n’a plus d’influence (asymétrie
inférieure a 2%). Par conservation du flux (voir chapitre 4.1.2), en notant v, la vitesse
moyenne a la génération n et S, la surface totale des sections de la génération n, on a
Up X Sy = Upy1 X Spa1. En considérant que le diametre D,,, 1 des branches de la génération
n 4+ 1 est une réduction de h du diametre D,, des branches de la génération n, on obtient

U X 2" X D2 = 0,11 X 2" X D2, = (20,41h%) X 2" x D2. Finalement :

vn:2><vn+1><h2
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F1G. 3.11 — Profil des vitesses (amplitude) dans une section de la deuxieme génération pour
différentes valeurs du nombre de Reynolds (cas d’une géométrie avec L/D = 3 et a = 60°).
Quand le nombre de Reynolds augmente, le profil prend progressivement la forme de la M-shape.

Ainsi v, X D,, =2 X v,,41 X h X D, 1, donc on obtient pour les nombres de Reynolds,
Re,, étant le Reynolds a la n-ieme génération, 1'égalité Re,, = 2h X Re, 1 et finalement :

1\"
R@n = (ﬁ) Reo

On cherche la génération n a partir de laquelle Re,, < Reg, ceci équivaut a

In(Rey/Rey)
S YGTA)

On peut considérer que h ~ (%)%, Re, = 120 et Rey = 1200. Ainsi on obtient la
génération seuil a partir de laquelle on peut négliger les effets d’inertie : n > 4.98. Etant
donné que la premiere génération est numerotée 0, c’est a partir de la sixieme génération
que les effets d’inertie sont négligeables, avec une asymétrie inférieure a 2%.

3.2.3 Inspiration stationnaire : conditions en flux

Dans le poumom, le mouvement est créé par des forces musculaires pendant l'inspira-
tion, et élastiques pendant I'expiration. Il est toutefois difficile de déterminer si ces forces
imposent aux extrémités de I’arbre une pression ou un flux (ou une condition mixte, ce
qui est a priori le plus probable car il existe des intéractions fluide-structure que nous
négligerons par soucis de simplicité). Néanmoins, il existe une certaine dualité entre les
conditions de pression et de flux. Dans le paragraphe précédent, les pressions imposées
aux sorties ont entrainé une dissymétrie des flux. Les simulations suivantes montrent
qu'imposer des flux aux sorties mene a une dissymétrie en pression du méme ordre et
dont la sensibilité a la géométrie reste importante. Les modeles géométriques utilisés sont
les mémes que pour les simulations a flux imposés, excepté que des structures évasées
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ont été ajoutées a chacune des branches de la troisieme génération, voir figure 3.12. Cela
permet d’appliquer des conditions de flux sans imposer les profils de vitesse directement
aux extrémités et de considérer que la demande en flux provient d’une région plus large
(comme c’est le cas dans les poumons ou le pompage vient de toutes les directions a la
fois, compte-tenu de I'homogénéité de répartition des acinus).

. 3.12 — Dan modé ux sont imposés 2 zones évasé jouté ux
Fi1a. 3.12 — Dans ce modele, les flux sont 0sés a la base des zones évasées ajoutées a
quatre sorties.

Cette fois-ci on mesure la dissymétrie en pression par le nombre :

P — P
P+ P

ou P est la pression moyenne sur la section a I'extrémité d’une des branches latérales
(juste avant la structure évasée) et P, la pression moyenne sur la section a l'extrémité
d’une des branches inférieures (voir figure 3.12).

Y(a) =

Les résultats sont présentés sur la courbe de la figure 3.13, on voit que 'angle oo = 90°
correspond a nouveau a des pressions identiques et qu’une légere variation autour de 90°
entraine une augmentation tres sensible de 1'asymétrie en pression. Une différence signi-
ficative avec les conditions aux bords de flux apparait pour les angles tres éloignés de
90°, mais cela ne correspond pas aux angles existant dans les poumons qui sont proches
de 90°. Ainsi les deux approches, conditions aux bords de pression ou de flux, ont des
conséquences identiques sur la sensibilité du systeme (voir chapitre 3.2.2). A noter que ce
résultat n’est pas surprenant, en effet, les deux approches sont rigoureusement les mémes
quand on considere un régime de Poiseuille, ainsi, on voit le fait de rajouter de I'inertie ne
brise cette correspondance que dans les cas ou ses effets sont amplifiés par la géométrie
(par exemple pour a = 0°).

Toutefois le phénomene mécanique est un peu différent dans ce cas, le profil habituel
de vitesses dans la seconde génération, la M-shape, existe toujours et favorise a priori
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F1a. 3.13 — Asymétrie en pression quand des flux identiques sont imposés aux quatre sorties. On
mesure 'asymétrie en pression par le nombre 3 = |(P; — P2)/(Py + P»)|. La courbe représentant
3 en fonction de 'angle o montre qu’une petite variation autour de a = 90° a des effets
importants sur ’asymétrie en pression.

le flux dans les branches inférieures. Or les flux étant imposés identiques entre les deux
types de branches, la mécanique des fluides doit compenser grace a des chutes de pressions
différentes dans les deux types de branches, la M-shape va alors se déformer pour distribuer
les flux. Une remarque intéressante est que cette déformation a lieu tres tard dans les
branches de la deuxieme génération, c’est a dire tres proche de la bifurcation deuxieme
vers troisieme génération.

3.2.4 Trajectoires de particules

Connaitre les trajectoires de particules dans des arbres est une question tres im-
portant en médecine. En effet de nombreux problemes sont liés a ces trajectoires :
prédire les dépositions de poussieres peut permettre de mieux comprendre pourquoi cer-
tains sites sont des zones préférentielles pour le développement des cancers, comprendre
leurs trajectoire peut par exemple permettre d’améliorer I'efficacité de sprays a vocation
thérapeutique (comme les bronchodilatateurs contre I’asthme).

Si les particules sont suffisamment petites et peu nombreuses, elles influent tres peu
sur le champs des vitesses et il est raisonnable de découpler le mouvement de l'air et
des particules. Ainsi, une fois le champs de vitesses calculé, leurs trajectoires sont la
conséquence de leur transport par le fluide. L’équation du mouvement s’écrit alors :
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F1G. 3.14 — En imposant les mémes flux aux deux sorties, la mécanique des fluides doit déformer
le profil de vitesse (M-shape) qui favorise a priori les branches inférieures. Ainsi pour compenser
les effets d’inertie elle doit créer une dépression plus grande dans les branches latérales que
dans les branches inférieures, cette dépression déforme la M-shape de facon & adapter les flux. A
noter que cette déformation est réalisée dans une zone tres restreinte des branches de la seconde
génération, zone tres proche de la bifurcation. De gauche a droite, chaque image est décalée
de 4 mm de la précédente. L’axe de la trachée est la direction verticale. La derniére image
correspond & une coupe juste avant la bifurcation, on voit les deux branches filles inclinées de
45°.

du,
dt Fp
up(0) =0

ou u, est la vitesse de la particule, F}, est la force de Stokes :

18y CpRe
F, = —_— —
D png 24 (up u)
Re — pDplu, — ul
1]

Re correspond au nombre de Reynolds relatif de la particule dans le fluide. Les constantes
de ces formules sont p et p, les densités respectives du fluide et de la particule, D, le
diametre de la particule, u la vitesse locale du fluide et p sa viscosité. C'p est une constante
empirique dépendant de la valeur du nombre de Reynolds relatif de la particule. Cette
force est induite par le mouvement de la particule dans le fluide : une dépression est créée
a l'arriere de la particule tandis qu'une surpression y est créée a 'avant. Ainsi la particule
est aspirée vers l'arriere, cela ralentit son mouvement, voir figure 3.15.

La résolution a été effectuée par une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 a pas de
temps variable, programmée en C'++. Le bord de la géométrie est supposé étre collant et
une particule touchant sa surface est piégée. Elles sont lachées a vitesse nulle a I'entrée de
la trachée et sont soumises au flux calculé dans les sections précédentes. Il faut noter que
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F1G. 3.15 — La force de Stokes F), est une aspiration en arriere de la particule, due a son
mouvement dans le fluide qui crée une dépression (trainée) a l'arriére de la particule et une
surpression a ’avant.

la gravité a été négligée car nous avons considéré des particules plutot légeres (particules
d’eau dont la taille est de 'ordre du pm). Un exemple de trajectoires est présenté sur
la figure 3.16. On voit en particulier les effets de I'inertie, certaines particules ayant des
chemins qui tournoie le long des parois dans la seconde génération. A noter que certains
endroits, comme le creux de faibles vitesses au milieu de la M-shape, sont des pieges a
particules. Toutefois, quand elles sont assez légeres, tres peu sont piégées par la paroi
ou dans les zones de faibles vitesses car elles suivent les lignes de courant du flux. Les
sorties latérales et inférieures ne sont pas identiques en terme de provenance des parti-
cules. Ainsi, la branche par laquelle la particule va sortir dépend de sa position initiale a
I’entrée. On peut donc dresser une carte des positions initiales selon la branche de sortie.
Il apparait des patterns qui dépendent de la géometrie. Une étude plus systématique de
ces patterns pourrait permettre de développer une méthode permettant la détermination
des caractéristiques géométriques d’un arbre inconnu grace a un lancer de particules dans
la structure. Un exemple de carte de répartition est représenté sur la figure 3.17.

3.2.5 Quelques remarques sur le régime expiratoire

Les calculs précédents ont tous été effectués en régime inspiratoire. Compte-tenu de
la configuration arborescente des géométries, pendant 'inspiration les flux a grandes vi-
tesses entrent en collision avec les bifurcations, ce qui crée des profils de vitesses déformés
(M-shape). Pendant l'expiration c’est le phénomene inverse qui se produit : des flux a
petites vitesses se rejoignent aux bifurcations et s’ajoutent. Les effets d’inertie vont donc
etre tres différents selon le moment considéré du cycle respiratoire. C’est pourquoi une
investigation de I'expiration est importante. Dans ces calculs, un flux entrant a été im-
posé aux quatre sorties d'une géométrie identique a celle de la figure 3.12. Les résultats
montrent que l’asymétrie en pression existant durant l'inspiration est absente en ex-
piration : a ['expiration les propriétés des flur et pressions dans les quatre sorties sont
sensiblement identiques. Les effets d’inertie sont aussi moins marqués (les grandes vitesses
sont réparties sur des surfaces plus grandes) et respectent la symétrie de la géométrie.
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FI1G. 3.16 — Exemple de lachers de particules d’eau (p = 103 kg.m™3) de 7 pm de diametre
dans une géométrie traversée par un flux stationnaire dont le Reynolds vaut 1200. La couleur
correspond aux vitesses des particules. On observe que certaines particules (en vert, deuxiéme
génération) suivent les parois en tournant, conséquences des effets d’inertie.

La figure 3.18 montre les différents profils de vitesse dans les différentes générations
(géométrie avec L/D = 3 et a = 45°). En haut a gauche, le flux dans la premiere
génération est déformé en deux pics orientés vers les branches de la seconde génération
(direction d’on provient majoritairement le flux). En haut a droite, une coupe de la
deuxieme génération montre le méme effet, sachant qu’elle branche verticalement (’axe
des branches filles est vertical). L’inertie se ressent principalement au centre du tube avec
un profil de grandes vitesses perpendiculaire au plan de branchement. Enfin en bas de la
figure 3.18 sont représentées les coupes des branches de troisieme génération. Elles sont
identiques, avec des vitesses au centre formant un plateau. Ces coupes sont a comparer
avec le régime inspiratoire étudié dans le chapitre précédent 3.2.3 et plus particulierement
avec la figure 3.4.

Ces résultats préliminaires laissent supposer une différence importante de fonctionne-
ment entre l'inspiration et I'expiration, les simulations instationnaires des paragraphes
suivants vont préciser ce résultats et valider les conclusions de ce chapitre.
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F1a. 3.17 — Section de l'entrée de la trachée. Chaque pixel correspond & une particule lachée
depuis cette position, chaque couleur majeure correspond & une branche de sortie (rouge et
bleu foncé correspondent aux branches latérales tandis que jaune et bleu clair correspondent
aux branches inférieures). Dans ce cas 1765 trajectoires ont été calculées. On voit apparaitre
un pattern qui dépend de la géométrie et qui correspond aux différents “bassins d’attraction”
des branches de sortie. On peut tres facilement déterminer I’angle de rotation entre les plans
de branchement (ici 45°). Cette propriété pourrait étre approfondie dans le but de caractériser
des géométries arborescentes inconnues par des lachers de particules.

3.3 Régime instationnaire

Les résultats obtenus jusqu’ici sont issus de modeles stationnaires. Des simulations ot
le temps intervient permettront de valider nos précédents résultats dans un cadre plus
réaliste et de préciser ce qui a déja été observé. Toutefois un modele instationnaire doit
forcément étre associé a un modele de respiration. Dans les poumons la respiration est
quasi cyclique (chacune des respirations “ressemble” a la précédente mais est un peu
différente en durée, intensité, etc., c¢’est pourquoi on cherche a appliquer des théories du
chaos a ce systeme). La période respiratoire est de l'ordre de cinq secondes, mais inspi-
ration et expiration ne sont pas des phénomenes de durée identique : 'inspiration dure a
peu pres deux secondes et ’expiration trois secondes. De plus les phénoméenes mécaniques
a l'origine des mouvements sont complétement différents pendant ces deux phases, ainsi
modéliser de fagon réaliste la respiration est tres complexe. Nous avons donc décidé de
découpler ces deux problemes et de nous focaliser sur I'influence de la géométrie dans un
cadre respiratoire sinusoidal, sans pour autant “oublier” cette complexité respiratoire et
ses possibles conséquences. Nous avons considéré des modeles a branchements symétriques
de deux ou trois générations identiques a ceux utilisés en régime stationnaire. Le princi-
pal résultat de cette section est que I'inspiration et ’expiration sont des phénomenes tres
différents du point de vue des effets d’inertie. Il est aussi intéressant de constater que ces
phénomenes inertiels n’ont de conséquences que pendant une durée assez breve du cycle.

Pour rapprocher nos simulations du probleme réel, un flux instationnaire a été simulé
dans un modele réaliste de poumon (modele de H. Kitaoka, voir figure 3.26) avec un
modele de respiration plus précis, voir le chapitre 3.3.3. Cette simulation a permis, en
particulier de comparer les résultats obtenus sur des modeles théorisés avec des flux plus
réalistes. Ce travail a aussi un role d’introduction a une collaboration future qui permet-
tra de simuler le flux dans des reconstructions de poumons effectuées par scanners en
milieu hospitalier (dans des cas normaux ou pathologiques).
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Fia. 3.18 — La coupe du haut & gauche correspond & la premiere génération, la coupe du
haut a droite la deuxiéme génération tandis que les coupes du bas sont celles d’une branche
inférieure (a droite) et d’une branches latérale (& gauche). Les effets d’inertie expiratoires sont
tres différents des effets d’inertie inspiratoires, voir figure 3.14.

3.3.1 Techniques de simulation

Le logiciel N3S est congu pour gérer les géométries variables en temps grace a un
modele ALE, pour plus d’informations voir [52]. Les déformations du maillage doivent
étre imposées en plus des conditions aux bords. Etant donné que les conditions de paroi
sont des conditions de non-glissement, la vitesse du fluide sur les parties mobiles est
identique a la vitesse de déplacement du maillage. Dans un régime respiratoire sinusoidal
la position des points de la base des pistons est donnée par :

(1 + sin(wt))
2

ou My est la position du point au temps ¢t = 0, 7 est le vecteur unitaire de I'axe du
piston, a est 'amplitude du piston. Dans ce cas on imposera au fluide la condition :

X 1

M(t):Mo-l-(L

cos(wt)

2

En général, on cherche a imposer un nombre de Reynolds maximum. Par exemple, si
on travaille dans une géométrie a quatre pistons, comme ’arbre de droite de la figure 3.19,
le flux total a 'entrée est ¢e(t) = 4v,(t)S,. v, est la vitesse des pistons et S, = D7 /4 est
la surface de la base d’'un piston, plus précisément c’est un disque de diametre D, = 6 cm.
La vitesse moyenne en entrée est donc v (t) = @.(t)/S. ot S. = TD?/4 est la surface de
I'entrée, qui est un disque de diametre de D, = 2 ¢m. On obtient donc un nombre de
Reynolds (défini & lentrée) dépendant du temps :

Up(t) = aw n
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Etant donné que la valeur maximum de v, est %7, le nombre de Reynolds maximum
est donc

Re(t)

Cette formule permet de définir 'amplitude des pistons selon le nombre de Reynolds
que ’on souhaite en entrée. C’est le moyen employé pour toutes les simulations dans des
arbres symétriques a deux ou trois générations. Les conditions d’entrée sont des conditions
de Neumann : la pression est fixée a 0 et g—z = 0. C’est une condition de sortie libre.

3.3.2 Modeles a branchements symétriques

Les précédentes simulations dans des géométries symétriques ont été effectuées en
régime stationnaire. Les calculs de cette section vont valider les observations déja faites et
préciser certains résultats. En particulier 1’évolution des phénomenes d’asymétrie durant
le cycle respiratoire devient accessible. Nos observations vont ainsi confirmer la différence
de fonctionnement qui existe entre inspiration et expiration. Plus précisément, nos études
tendent a montrer que l'inspiration est un phénomene plus inhomogene que 1'expiration
en terme de répartition de la dépense énergétique. De plus, ces résultats permettent de
proposer un modele de mécanique de la respiration intégrant les forces musculaires ou
¢lastiques intervenant sur les poumons.

Géométries & respiration

Pour faire “respirer” les modeles utilisés jusqu’ici, un pompage provenant du fond de
la structure est simulé par I'ajout de pistons aux quatre extrémités. Dans les poumons, les
générations inférieures pompent depuis toutes les directions, ainsi 'utilisation de pistons
évasés est un bon compromis entre simplicité et réalisme, voir figure 3.19. Cela permet
en outre de ne pas imposer directement les profils des vitesses aux sorties de I'arbre, ces
profils étant a priori non triviaux et donc inconnus (voir le chapitre 3.2 sur les simulations
en régime stationnaire).

Les amplitudes a imposer aux pistons sont obtenues par les formules données dans la
partie précédente (3.3.1) avec deux ou quatre sorties selon le modele. La respiration est
donc simulée par un mouvement sinusoidal de ces pistons au cours du temps. Ce choix de
modele de respiration, tres simplifié, va mettre en évidence les différences entre inspira-
tion et expiration dans un cadre o ces deux phénomenes sont créés de fagon identique.
Cette approche permettra en particulier de mieux comprendre les raisons de ’asymétrie
temporelle entre ces deux phases de la respiration.

Reésultats, arbres a deux générations
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Fic. 3.19 — Exemples de géométries utilisées en régime instationnaire. Les conditions de
déplacement du maillage sont imposées a la base des pistons tandis que I'entrée est considérée
comme une sortie libre.

Les simulations dans un arbre a deux générations ont permis de travailler avec différents
nombres de Reynolds (300, 600 et 1200) tout en ayant des temps de calcul relativement
raisonnables (une vingtaine d’heures). L’arbre étant parfaitement symétrique (il a deux
plans de symétrie), les flux obtenus le seront aussi. Les résultats des simulations dans
cette géométrie ont de multiples intéréts. Tout d’abord elle va permettre de montrer que
la M-shape existe aussi en régime instationnaire, mais seulement durant 'inspiration, ce
qui valide les résultats obtenus en régime stationnaire dans le cadre inspiratoire. Ensuite,
elle va mettre en évidence le fait que méme avec une respiration symétrique en temps,
c’est a dire avec un mouvement inspiratoire étant exactement l'opposé du mouvement
expiratoire, les phénomenes inertiels sont tres différents durant les deux phases de la res-
piration. Ce résultat est d’autant plus intéressant que sa mécanique n’est pas du tout la
meéme selon que 1’on inspire ou que l'on expire. A travers ces deux mécaniques différentes,
les poumons gerent donc cette dissymétrie.

La figure 3.20 montre des coupes des premiere et deuxieme générations a différents
moments du cycle respiratoire, dans un modele a deux générations. Pour étudier ces
coupes, la grandeur irrégularité d’un profil est définie par un nombre qui est son “écart
au profil de Poiseuille”. Cet écart est calculé sur une section S d’une branche par la
formule suivante :

fS |vsim - Upois|2
fS |Usim + Upoi5|2

Ol Vg, €st la vitesse obtenue par nos simulations sur la section S, v,0is est la vitesse
de Poiseuille calculée de telle sorte que le flux a travers la section S soit le méme pour
Usim €t Upois, C'est & dire |, g Vsim-1l dS = | s Upois-Tl dS. A moter que ce nombre est peu
significatif pour les petites vitesses, c’est a dire autour des instants t = 0 s, t = 2.5 s
et t = 5 s, c’est pourquoi ils ne sont pas représentés sur les courbes de la figure 3.3.2.
Comme le flux est tres faible, sa forme est dans ce cas dictée par les erreurs numériques
et le rapport calculé dans E,,;; n’a plus de sens.

Epois = 100 X
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Seconde generation

Expiration

Seconde generation

Fi1a. 3.20 — Profils de vitesses sur une section de la premiere et de la deuxiéme génération
en régime instationnaire. En haut, les profils a l'inspiration, en bas les profils a I'expiration.
Les instants choisis correspondent aux vitesses maximum (mi-inspiration et mi-expiration).
Inspiration et expiration ne sont pas des phénomeénes symétriques.

Les coupes du haut de la figure 3.20 correspondent a l'instant d’inspiration le plus
véloce, tandis qu’en bas c¢’est le moment d’expiration le plus véloce qui est représenté. La
différence entre les deux flux extrémes est tout de suite visible. Pendant 'inspiration, le
profil de la premiere génération est un profil de Poiseuille (voir la figure 3.3.2), tandis que
la deuxieme génération est le siege des meémes effets d’inertie qu’en régime stationnaire :
c’est la M-shape, qui a déja été amplement décrite au chapitre 3.2.2. A noter que 1'on
retrouve ici, sans ’avoir imposé, un profil de Poiseuille en entrée, cela justifie la condi-
tion de flux parabolique choisie pour I'entrée en régime stationnaire. D’un point de vue
irrégularité, on voit que 'on a un profil tres régulier dans la premiere génération et un
profil tres irrégulier dans la deuxieme génération (voir figure 3.3.2).

Au contraire, en régime expiratoire (coupes du bas de la figure 3.20), les irrégularités
de profils dies aux effets d’inertie sont un peu plus fortes dans la branche de premiere
génération que dans la branche de seconde génération. Deux pics de grandes vitesses appa-
raissent dans la direction des branches-filles. En terme d’écart au régime de Poiseuille, les
profils expiratoires de premiere et deuxieme génération restent néanmoins assez proches
(écart & Poiseuille de I'ordre de 20% et 30%).

Ainsi, l'irrégularité est bien mieux répartie a 'expiration qu’a l'inspiration. Cette
différence signifie qu’il est plus difficile de créer des flux homogenes dans les poumons
pendant l'inspiration. Cette conclusion a forcément une conséquence énergétique : un
flux irrégulier dissipe a priori plus d’énergie, ce qui est vérifié ici. La variation de I’énergie
cinétique dissipée par le fluide au cours du temps peut étre obtenue facilement en multi-
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Fi1a. 3.21 — Mesure de I’écart aux profils de Poiseuille dans le cas Re = 600. Un profil est dit
irrégulier quand son écart a Poiseuille est important (> 20%).
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F1G. 3.22 — Energie dissipée |AE,| par effet visqueux a chaque pas de temps pendant un cycle
respiratoire dans un arbre & deux générations : [AE.(t)| = &t X p [, [Vul.
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pliant I’équation de Navier-Stokes par la vitesse u, et en intégrant sur le volume :

d , dE,

t) = — Vul|? + /Vu.ﬁu—/ Pun
h =10 u/Q| Pr i

Elle est la combinaison de plusieurs termes : un terme, négatif, correspond aux frot-
tements induits par les effets visqueux dans le volume (—p [, |Vul?), tandis que les deux
autres sont des termes de bords et correspondent a des échanges avec l'extérieur. D’un
point de vue physique, les effets d’inertie (et en particulier la M-shape) vont entrainer
des vitesses relativement importantes aux abords des parois et augmenter la dissipa-
tion énergétique. Ainsi, pendant I'expiration les effets d’inertie semblant qualitativement
moins marqués que pendant l'inspiration, ’énergie dissipée par effets visqueux doit étre
plus faible. Cette hypothese est en effet confirmée : la figure 3.22 montre la courbe de
I’énergie dissipée par les effets visqueux pendant un pas de temps (ici le pas de temps est
At = 0.1 seconde) au cours d’un cycle respiratoire dans une structure a deux générations.
Dans cet exemple, le nombre de Reynolds vaut 1200.

A noter que I’écart entre les dissipations par effets visqueux a I'inspiration et a ’expi-
ration reste peu important (de 'ordre de 10% pour Re = 1200) mais croit avec le nombre
de Reynolds, en effet il est de 'ordre de 3% pour un Reynolds de 300, de I'ordre de 6%
pour un Reynolds de 600. Cet effet de dissipation par viscosité peut donc devenir tres im-
portant en régime d’exercice ou le nombre de Reynolds peut atteindre 10000. Néanmoins
la turbulence entrant en jeu pour ces flux a grandes vitesses, ce comportement est sus-
ceptible de changer quand le nombre de Reynolds devient trop grand.

Résultats, arbres a trois générations

Le flux a été simulé dans une structure plus complexe a trois générations, branchant
de fagon symétrique, munie des habituels pistons qui oscillent de fagon sinusoidale dans
le temps (avec une période de cing secondes) et qui imposent des flux identiques a chaque
instant aux quatre extrémités. Le nombre de Reynolds en entrée est ici de 450, relative-
ment bas pour faciliter la convergence. La différence de pression entre les extrémités des
branches A et B (voir figure 3.23) a été mesurée au cours du cycle respiratoire. Elle est
représentée par I’asymétrie en pression définie par :

Py — Pp
P4+ Py

A noter que les pressions sont mesurées au niveau des extrémités des branches de
la troisieme génération A et B et que c’est la pression moyenne sur la section qui est
considérée. Le temps de calcul dans une telle géométrie étant prohibitif (de 'ordre de la
semaine sur un processeur a 1.2 Ghz), nous n’avons calculé que deux cycles respiratoires
consécutifs, ce qui est insuffisant pour s’affranchir du régime transitoire. Néanmoins, les
résultats ci-dessous donnent des informations d’ordre qualitatif.

ZleOX’

Comme le flux (imposé) est le méme aux quatre sorties, les pressions sont liées
linéairement aux résistances par la relation R = AP/®. On peut donc indifféremment
raisonner en terme de résistance ou de chute de pression. Une observation globale de la
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F1a. 3.23 — Modele géométrique utilisé dans cette partie.

courbe de la figure 3.24 montre que 'asymétrie est nulle pour les trois quarts du cycle
respiratoire, elle est non nulle et méme trés importante (jusqu’a 60%) pendant la phase
inspiratoire correspondant aux plus grandes vitesses de ’air. A noter que I'on observe un
décalage temporel entre le maximum de vitesse du piston et le maximum en asymétrie
des pressions, ceci est du au fait que I’on mesure les pressions a l’entrée des pistons alors
que la vitesse des pistons est définie a leurs fonds. Cela crée un déphasage temporel qui
correspond au temps nécessaire au phénomene pour se propager le long du piston.

Durant 'inspiration (de 0 a 2.5 secondes sur la figure 3.24), le flux ne voit pas les
branches A et B comme identiques en terme de résistance. Ce phénomene est principale-
ment di aux effets d’inertie. En effet, quand les vitesses sont suffisamment grandes, I'air
circulant dans la trachée acquiert une préférence directionnelle correspondant a ’axe de la
trachée. Cela se traduit par le profil caractéristique de vitesse de la deuxieme génération :
la M-shape, voir chapitres précédents et [34]. Pour compenser ce phénomene et avoir un
flux identique dans les branches A et B, la mécanique des fluides impose alors une plus
grande dépression dans la branche non alignée avec la trachée (c’est a dire la branche A)
que dans la branche inférieure (branche B). Ainsi pour pomper uniformément en flux, il
convient d’imposer une force plus grande sur le piston en A que sur le piston en B (la
force étant proportionnelle a la différence de pression a imposer). Un pompage global est
alors plus souhaitable car il permet un gonflement homogene en flux des différentes sor-
ties. Pour résumer, la force mise en jeu pendant l'inspiration sert non seulement a tendre
des tissus élastiques, mais aussi a compenser des différences de pression locale dues a
I'orientation des branches et aux effets inertiels de 'air. Ces observations sont identiques
a celles faites en régime stationnaire, voir le chapitre 3.2.3.

Pendant I'expiration (de 2.5 a 5 secondes sur la figure 3.24), la pression est identique
dans les branches A et B, donc imposer le méme flux correspond a imposer des forces
identiques. Etant donné que I'expiration est induite par 1’élasticité des tissus, ces derniers
ont donc, dans le cas de notre modele symétrique, une élasticité identique. L’expiration
est (et peut donc étre) le résultat de forces a caractere plutot local. D'un point de vue
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F1a. 3.24 — En haut, on observe que 1’asymétrie en pression entre les branches A et B n’existe
que pendant I'inspiration quand les vitesses deviennent importantes. Au milieu et en bas, 'am-
plitude et la vitesse du fond des pistons est déphasée par rapport a 'asymétrie du flux car cette
derniere est mesurée a ’entrée des pistons.

résistif, les branches A et B ont donc une résistance identique a l’expiration.

On doit donc représenter différemment ce systeme selon que 1’on est en régime inspi-
ratoire ou expiratoire. La figure 3.25 représente un modele mécanique de la respiration.
Pour résumer, 'inspiration nécessiterait une répartition inhomogene de forces dies aux
effets d’inertie inspiratoires, un mouvement global permet donc d’homogénéiser les am-
plitudes respiratoires sans avoir un controle local de chacun des pistons. A noter qu’en
terme énergétique, l'inspiration doit compenser a la fois les effets d’inertie et 1’élasticité
des tissus. A I'expiration, au contraire, les forces mises en oeuvre sont les mémes : cela
peut étre controlé par une réponse élastique locale identique. Dans le poumon, qui est
un arbre dissymétrique, l'inspiration est le résultat d’'un ensemble de muscles entrainant
un mouvement global de 'arbre qui réagit différemment selon ses propriétés élastiques
locales (“effet éponge”). Ce sont ces mémes propriétés élastiques qui permettent alors
I’expiration.

3.3.3 Modele réaliste

Jusqu’ici les simulations effectuées ont eu pour objet des géométries idéalisées permet-
tant de comprendre les propriétés des flux dans un cadre suffisamment simple. Compte-
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Fia. 3.25 — Modele mécanique respiratoire d’un arbre & branchements symétriques soumis
a des phénomeénes d’inertie. A gauche, le modele inspiratoire, avec une pompe unique pour
les deux sorties qui ont des résistances différentes R et Ry ; Cette pompe est activée par une
force extérieure F' (musculaire). A droite, le modele expiratoire, avec des pompes indépendantes
mais identiques pour les deux sorties qui, cette fois, possedent des résistances identiques; Elle
sont activées par 1'élasticité des ressorts tendus lors de l'inspiration (les ressorts représentent la
propriété d’élasticité des tissus).

tenu des observations déja effectuées dans les sections précédentes, il est désormais en-
visageable de travailler avec des modeles géométriques et respiratoires plus réalistes et
d’en tirer des conclusions intéressantes. Au niveau de modélisation que nous avons at-
teint, beaucoup d’applications sont des aujourd’hui envisageables : études des dépots de
particules, meilleure compréhension des pathologies ayant des conséquences sur les flux,
etc. Un calcul réaliste représente donc un enjeu important. Le temps de calcul dans de
telles géométries, pour l'instant réduites a trois générations, est cependant de I'ordre de
la semaine sur un ordinateur a 1.2 Ghz.

Géométrie

La géométrie qui a été choisie est issue de l'algorithme écrit par H. Kitaoka [30]
qui, a partir d’'un volume, construit un arbre dont la fonction est d’irriguer ce vo-
lume. Cette méthode est basée sur un ensemble de regles déterministes qui construisent
I’arbre du haut vers le bas. En exécutant cet algorithme sur un volume correspondant
aux poumons, le résultat est un arbre dont les propriétés statistiques (et visuelles!)
sont tres proches des poumons humains. Les trois premieres générations de ce modele,
completement asymétriques, ont donc été utilisées pour cette simulation. Des pistons
évasés ont été ajoutés aux extrémités de I’arbre pour modéliser les dernieres générations.
A noter que cette fois les branches de la derniere génération sont toutes différentes, en
particulier elles ont un diametre différent, les pistons ont toutefois tous la méme base
(disque de diametre 3 em).

Pour information, voici les dimensions de chacune des branches obtenues grace a
'algorithme de Hiroko Kitaoka [30], z est le numéro de la génération, D et L sont res-
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F1a. 3.26 — Géométrie réaliste correspondant aux trois premieres générations du modele de
Hiroko Kitaoka. Les branchements sont asymétriques. Des pistons évasés ont été ajoutés pour
modéliser les générations suivantes. Le mouvement d’air est créé par leurs oscillations.

pectivement le diametre et la longueur des branches. Les numéros entre parentheses dans
la colonne z (branches de génération 3) correspondent & leur numérotation sur la figure
3.26 :

z D L

1 1.80 em 9.40 em
2 1.43 em 2.57 em
2 1.38 em 5.54 em

3(1) 091 c¢m 1.81cem
3(2) 1.27e¢m 4.05cm
3(3) 1.19em 2.37 cm
3(4) 0.95¢e¢m 191 cm

Respiration

Pour modéliser de facon réaliste la respiration, il faut une inspiration qui dure deux
secondes et une expiration qui en dure trois. Le profil des amplitudes des pistons doit
toutefois etre suffisamment régulier, et le modele suivant, a base de fonctions cosinus, a
été utilisé :

A x 3[1 — cos(%))] site [0,2]
a(t) =

Ax 31— cos(%(z%l))] site]2,5]

Et on prolonge cette fonction par périodicité sur R™. A noter que A est 'amplitude
du piston, elle va dépendre de la branche considérée. La figure 3.27 montre l'allure de a
avec A = 1 sur deux périodes.
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Modele de respiration
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Fi1a. 3.27 — Modele de respiration : amplitude normalisée des pistons.

La détermination de ’amplitude des pistons a été effectuée en supposant que la surface
de la branche de troisieme génération était proportionnelle au volume a remplir et donc
au flux traversant la branche. Cette hypothese n’est pas en général vraie, en particulier
a cause des effets d’inertie, mais elle reste malgré tout une assez bonne approximation.
Numérotons les branches de troisieme génération comme sur la figure 3.26, et notons A;
I"amplitude du piston numéro i € {1,2,3,4} et R le rayon de leur base. Nous cherchons
a fournir un volume respiratoire Vi = 475 ml donc :

( D? .
i = D pE+DI+ D2 0 T 1,2,3,4

§ TRA(A1+ Ay + Az +Ay) =Vp

— A, -
| % = x7a a0n 0= 1,234

La premiere équation signifie que «a; est la fraction de surface de la branche 7 relative-
ment a la surface totale de la troisieme génération. Par hypothese, o; est aussi la fraction
du flux total traversant la branche 7. Ainsi, la troisieme équation dit que «; est la fraction
du volume d’air a fournir a la branche i. Enfin la seconde équation signifie que le volume
maximum inspiré doit étre Vp. Finalement, on trouve oy = 17%, ay = 34%, as = 30%
et ay = 19%. La résolution du systéme restant permet de déterminer les amplitudes des
pistons pour Vp =475 ml :
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Ay =286 cm

Ay =571cm
A3 =5.04 em
Ay, =319¢cm

Ainsi si on a un flux ¢ en entrée, les branches de troisieme générations recevront des
flux CY1¢, OCQ(ba 043Q5 et CL’4¢.

Résultats

Les résultats obtenus sont cohérents avec les observations précédentes, ainsi a 'ins-
piration, voir figure 3.28, le flux dans la premiere génération est tres régulier (profil
parabolique). Sur les coupes des deux branches de deuxieme génération apparaissent des
profils assez proches de la M-shape. Toutefois ces profils ne sont pas seulement la cause
des effets d’inertie, en effet les pistons des branches 2 et 3 pompent plus de flux que les
pistons 1 et 4 (le piston 2 pompe 34% du flux et le piston 3 30%), le profil de vitesse dans
les branches de la seconde génération doit donc forcément étre déformé vers les branches
du bas (et ce méme si on était en régime de Poiseuille). Ainsi, les effets d’inertie sont bien
adaptés a la géométrie ou réciproquement puisqu’ils favorisent a l'inspiration les branches
3 et 4, qui nécessitent plus de flux. Les coupes de la troisieme génération montrent que
I'inertie existe toujours a ce niveau et que son influence est variable selon la branche : les
quatre profils sont tres différents. Dans la branche 1, les vitesses commencent déja a s’ho-
mogénéiser (17% du flux) tandis que dans les autres branches elles sont encore déformées.

A Dlexpiration, présentée sur la figure 3.29, les quatre branches de la troisieme génération
ont des profils réguliers. A la deuxieme génération apparaissent des vitesses déformées
vers les pistons 2 et 3 qui fournissent plus de flux. Enfin dans la premiere génération
un profil avec une poche de vitesses plus importantes au centre est visible. Cette poche
est due aux flux provenant de la deuxieme génération qui se rencontrent au centre de
la trachée. A noter que les vitesses maximales sont plus faibles qu’a l'inspiration car la
durée de 'expiration est plus grande. Cela permet ainsi de réduire les phénomenes iner-
tiels et de diminuer les risques potentiels liés a la nature passive de la mécanique (forces
élastiques).

Notons que la compréhension du flux dans une structure si complexe est grandement
facilitée par I’étude préliminaire des phénomenes dans des géométries symétriques.

3.4 Conclusion

L’étude des flux dans des modeles des premieres générations du poumon a des im-
plications importantes pour la compréhension et la modélisation de I’arbre pulmonaire.
Tout d’abord il est fondamental de noter les grandes différences qui existent entre les
deux phénomenes que sont l'inspiration et 'expiration. Les effets d’inertie en sont la
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F1G. 3.28 — Profils de vitesses pendant l'inspiration (instant ou les vitesses sont maximales).

o4



F1G. 3.29 — Profils de vitesses pendant 1'expiration (instant ou les vitesses sont maximales).



cause et ils ont des conséquences importantes sur la répartition des flux, principalement
a 'inspiration, conséquences que le poumon ne peut négliger. Ainsi ces flux doivent étre
régulés si on veut éviter une grande inhomogénéité. La seule structure pouvant répartir
convenablement le flux est en effet tres sensible a la moindre variation. On s’apergoit
que méme en imposant les flux, I'inertie entraine de grandes différences de pression que
doivent compenser les forces inspiratoires. Ainsi, un mouvement global devient préférable
pour gonfler la structure. Au contraire, I’expiration est moins contraignante et les effets
d’inertie n’imposent pas de contraintes réelles. Une poussée élastique définie localement
devient alors suffisante pour évacuer Iair.

Les résultats de cette section permettent aussi de déterminer une génération seuil
a partir de laquelle ces effets d’inertie deviennent négligeables. Au régime de repos, on
peut considérer que le flux devient un flux de Poiseuille a partir de la sixieme génération.
Cette propriété permet alors de travailler avec des équations simplifiées, les équations de
Stokes, et de faire une étude analytique des générations suivantes.

Bien d’autres applications a ces calculs sont envisageables, en particulier ’étude des
flux dans des reconstructions de poumons issues de I'imagerie médicale. Comparer ces flux
entre des poumons normaux et pathologiques peut aider a la compréhension de certaines
pathologies. Le potentiel de ’étude de la déposition des particules dans ces géométries
réalistes est énorme, que ce soit pour une meilleure compréhension des dépots de gou-
drons (pollution) ou de spray (médicaments). Dans un cadre plus général, les résultats de
cette section permettent de mieux comprendre les flux dans les structures arborescentes,
trés courantes dans la vie de tous les jours (par exemple en industrie pour la distribution
de l'eau, des fluides de refroidissement, pour les aérations, etc.). L’étude des chemins
des particules circulant dans des arbres parcourus par des fluides a aussi de nombreuses
applications, par exemple le lancer de particules peut etre utilisé pour déterminer des
propriétés géométriques d’une structure arborescente. Actuellement, nous travaillons en
collaboration avec J.S. Andrade (Brésil) sur ce sujet.

La partie 3.2 de ce chapitre a été le sujet d’un article publié dans Physical Review
Letters, dont voici les références :

Interplay between geometry and flow distribution in an airway tree.
B. Mauroy', M. Filoche?, J. S. Andrade Jr.}3, and B. Sapovall?

Physical Review Letters, 90, 148101 1-4, 11 Avril 2003

! Centre de Mathématiques et de leurs Applications, CNRS, Ecole Normale Supérieure
de Cachan, 94235 Cachan, France

2 Laboratoire de Physique de la Matiere Condensée, CNRS, Ecole Polytechnique, 91128
Palaiseau, France

3 Departamento de Fysica, Universidade Federal do Ceard, 60451-970 Fortaleza, Cear4,
Brazil
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Chapitre 4

Flux dans les petites bronches
(générations 7 a 17)

Le role des structures branchées dans les systemes physiologiques a été beaucoup
étudié. Récemment, il a été démontré que des arbres fractals peuvent étre a la fois space-
filling [32] et assurer une dissipation minimale [66, 12, 3]. L’arbre bronchique chez la
plupart des mammiferes est un bon exemple d’une telle structure, systeme quasi fractal
mais aussi efficace pour la distribution de I'air [37, 64]. Toutefois, I’argument physique qui
est a l'origine des caractéristiques optimales d’'un arbre bronchique fractal (le “meilleur”
arbre) impose aussi que cette structure est critique, en ce sens que de petites variations
dans la géométrie de l'arbre induisent une importante réduction du flux d’air. Une ef-
ficacité physique maximale ne peut donc étre le seul critere qui définit la structure des
arbres bronchiques. La géométrie et les dimensions des structures branchées, comme les
vaisseaux sanguins ou les bronches, sont des caractéristiques importantes pour déterminer
lefficacité des processus physiologiques. Dans cette partie, nous allons étudier la com-
patibilité entre 'optimisation physique et la robustesse physiologique du poumon humain.

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que les phénomenes d’inertie jouent
un role important dans la distribution des flux. Néanmoins ces effets ne se font sen-
tir que dans un nombre limité de générations du poumon, plus précisément dans les
six premieres au repos, et le flux qui circule dans les générations suivantes peut étre
considéré comme non inertiel. Plus précisément, nous allons étudier ici la circulation
de Tair dans des arbres de onze générations correspondant aux parties du poumon al-
lant des générations sept a dix-sept. Le modele non-inertiel et la symétrie dans I'espace
représentent de bonnes approximations de la structure du poumon a ces générations.
D’un point de vue mathématique, le probleme devient alors suffisamment simple pour
étre étudié analytiquement. Bien que le régime lent, dit de Poiseuille, soit tres régulier, il
peut étre difficile de faire circuler un flux dans un arbre construit sans précautions. Tout
d’abord, pour mieux respirer, la géométrie doit pouvoir fonctionner dans des conditions
précises et limitées de volume et d’énergie : ainsi, I’évolution a minimisé la résistance, tout
en tenant compte des contraintes physiques imposées. Toutefois, cette résistance étant la
conséquence d'un effet multiplicateur (da a la structure arborescente), elle est excessive-
ment sensible aux variations, méme petites, des parametres structurels. Son utilisation
par des étres vivants, qui sont par essence soumis a de grandes variabilités, doit donc
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F1a. 4.1 — Zoom sur les petites branches du moulage d’'un poumon humain effectué par E.R.
Weibel. On voit qu’a petite échelle, les branches sont beaucoup plus “régulieres”. Un modeéle de
branchement homothétique est donc relativement réaliste.

forcément tenir compte de ces écarts et le poumon doit se doter de marges de sécurité
suffisantes. Outre cette variabilité de conception, I'arbre bronchique doit aussi gérer les
réadaptations incessantes de la géométrie (adaptation des diametres des bronches, respi-
ration, etc.) et une marge trop faible peut entrainer des disfonctionnements graves comme
I’asthme. Ainsi, paradoxalement, nos résultats suggerent que certains disfonctionnements
du systeme bronchique sont des conséquences structurelles indispensables au poumon s’il
veut étre suffisamment efficace (et en particulier s’il est optimal).

4.1 Hypotheses

4.1.1 Géométrie

Dans ce qui suit, la terminologie arbre fait référence, sauf mention contraire, a un arbre
dichotomique, branchant de facon symétrique et ayant un nombre de générations finis
(généralement dénombré par la quantité N + 1, N € N). La configuration géométrique
spaciale dans le cadre hydrodynamique supposé ici (régime de Poiseuille) n’a pas de
conséquence sur le flux. Néanmoins pour irriguer I’ensemble du volume pulmonaire, une
structure space-filling doit étre utilisée. Ainsi dans les chapitres ci-dessous, seules les
hypotheses influengant le flux seront utilisées (longueurs et diametres des branches) et
les autres propriétés (comme l'orientation des branches), indépendantes, seront sous-
entendues pour que ’arbre ait les bonnes propriétés de remplissage du volume.

Les poumons réels sont dissymétriques dans les premieres générations, qui permettent
a I’arbre de s’adapter a ’anatomie globale, par exemple en évitant le coeur. Toutefois on
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s’apercoit que plus on descend dans les générations, plus les branches ont tendance a étre,
d’une génération a l'autre, homothétiques. En particulier cette hypothese sous-entend que
les proprié¢tés géométriques locales du poumon sont les mémes. Plus précisément, cela si-
gnifie que deux zones assez proches sont sensiblement les mémes. Ainsi, si on travaille
avec un sous-arbre du poumon assez profond (commencant & une génération plus grande
que quatre ou cinq), on peut supposer que les branches d’une méme génération sont iden-
tiques. De plus, les branches de la génération ¢+ 1 sont considérées comme des réductions
par une homothétie de facteur h; des branches de la génération i. Cette hypothese est
compatible avec les données de Weibel [61]. Pour se convaincre “visuellement”, la figure
4.1 montre un grossissement du moulage d’'un poumon humain réalisé par E.R. Wei-
bel. La plus grosse branche (en bas a gauche, vers I'arriere) est une branche de quatrieme
génération, certaines des plus petites branches peuvent atteindre la quinzieme génération,
voir plus.

Dans cette section, les arbres modélisés correspondent a ces sous-arbres du poumon
(générations sept a dix-sept en régime de repos). Chacun des sous-arbres est supposé
fonctionner avec des pressions identiques a chacune de ses sorties. Cette hypothese est
justifiée par la figure 4.2. La région 1 est la partie de 'arbre soumise aux effets d’iner-
tie, les pressions aux extrémités de cette zone sont donc différentes a cause de ces effets
(dans le cas de l'inspiration, voir chapitre 3.2.2) et de I'asymétrie de I'arbre. En régime
de repos, la région 1 correspond aux générations 1 a 6. Dans la région 2, non seulement
le flux peut étre modélisé par le régime de Poiseuille mais I'arbre est aussi beaucoup plus
régulier (voir ci-dessus), on a pu supposer que les branches d’'une méme génération sont
identiques. Dans ce cas, tous les chemins du sommet vers la base des sous-arbres de la
région 2 sont les mémes (ils ont méme résistance). Au bout de ces chemins, des petites
pompes (les acinus) créent le mouvement de 'air. En premiere approximation elles sont
toutes identiques, et donc la différence de pression entre chacune des sorties d’un sous-
arbre et son entrée est bien la méme.

La figure 4.3 résume les hypotheses faites dans ce chapitre 4 : nous travaillons avec
un sous-arbre du poumon, correspondant aux générations sept a dix-sept, modélisé par
un arbre dichotomique branchant de fagcon symétrique. Les branches décroissent en taille
d’un facteur h; en passant de la génération 7 a la génération ¢+ 1. Ainsi apres p générations,
les tailles sont réduites d'un facteur hy X hy X ... X h,. Pour définir la taille de I'arbre, il
suffit donc de donner les propriétés de la premiere banche : sa résistance est Ry et son
volume V4. Dans tout ce chapitre on négligera toujours les volumes et résistances des
intersections des tubes qui sont négligeables devant celles des branches.

4.1.2 Reégime de Poiseuille

Les équations de la mécanique des fluides en régime lent proviennent des équations de
Navier-Stokes dans lesquelles on a négligé le terme non-linéaire u.Vu grace a ’hypothese
des petites vitesses. Ainsi on obtient les équations de Stokes ou équations de Navier-Stokes
linéarisées,
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F1a. 4.2 — Justification du modele choisi ou ’on impose des pressions identiques aux extrémités
des arbres. La région 1 correspond aux premieres branches du poumon : elle est donc plutdt
dissymétrique et soumise aux effets d’inertie, ce qui a priori crée des inhomogénéités en pression
(p1, P2, p3 et pg sont a priori différentes). Au contraire dans la région 2, les générations sont
beaucoup plus homogenes et les effets d’inertie absents. On peut donc supposer que le pompage
est, a ce niveau, symétrique. Ainsi, les extrémités d’un sous-arbre de la région 2 sont toutes a
la méme pression (g; pour le sous-arbre numéro 7).

p%—u&u—l—VP:O o
div(u) =0

Ces équations sont beaucoup plus simples, en particulier pour I'existence et I'unicité,
voir [50]. Plusieurs propriétés importantes et nécessaires pour la suite vont étre montrées
dans ce chapitre dans le cadre géométrique particulier d'un cylindre de base circulaire
en 3D : I'existence de solutions stationnaires et invariantes selon I'axe du cylindre, 1’exis-
tence de la grandeur appelée résistance reliant le flux et la chute de pression et enfin les
conséquences d'un changement d’échelle.

Tout d’abord définissons la géométrie, il s’agit d'un cylindre de révolution avec une
face d’entrée E, une face de sortie S et une paroi P, voir figure 4.4. Les conditions aux

bords imposées sur P sont des conditions de Dirichlet de non-glissement : u = 0.

Décroissance des vitesses moyennes avec la génération

Ce paragraphe s’applique aussi dans le cadre des équations de Navier-Stokes (donc
en présence des effets d’inertie) car les résultats ci-dessous n’utilisent que I’équation de
conservation de la masse div(u) = 0. Considérons donc ce terme, div(u) = 0, et intégrons
le sur un volume U inclus dans le cylindre :

0= / div(u) dxdydz:/ u.it dS
U ouU

ou 7 est la normale au bord de U, noté dU, et dS son élément de surface. Le terme
fz u.nn dS correspond au flux a travers la surface ¥. La formule ci-dessus signifie donc
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1st generation

Resistance RD , volume Vu

2nd generation, sizes are
reduced by a factor h,

3rd generation
sizes are reduced

by a factor h,x h,

F1c. 4.3 — Schéma de la géométrie considérée dans ce chapitre : Iarbre est dichotomique et
a une structure branchant symétriquement et homothétiquement. Les branches de la seconde
génération sont des réductions des branches de la premiere par un facteur hi. Les branches de
la troisieme génération sont des réductions des branches de la premiere par un facteur hi X hg
et ainsi de suite.

o<

N

Fi1G. 4.4 — Géométrie dans lequel vit le flux de Stokes de ce chapitre. E est Uentrée (ie en
général avec un flux positif), S la sortie (flux négatif) et P la paroi.

que dans tout volume il y autant de flux qui entre que de flux qui sort, un exemple en
est donné figure 4.5. Cette propriété impose que dans un volume le flux se conserve, la
divergence nulle correspondant a I’absence de sources ou de puits de flux.

Ainsi, on peut montrer que les vitesses moyennes décroissent dans le poumon avec la
génération. En effet, considerons la surface totale .S,, des sections a la génération n. Etant
donné que les vitesses sont nulles sur la paroi de I'arbre, on sait que par conservation du
flux : |, g, wn dS = J s, wn dS. Orsiv, est la vitesse (normale aux sections) moyenne

a la génération n, v, x Sy, = [¢ u.n dS. Ainsi :

VUp X Sn = Up—1 X Sn,1

Or S, croit avec n, donc v, décroit avec n. Plus précisément, si on considere en
premiére approximation le poumon comme un arbre dichotomique fractal (pour la justifi-
cation de cette hypothese, voir la preuve au paragraphe 4.2.2 et la discussion en 4.2.3), on
peut supposer que le diametre des branches décroit avec un facteur h. Si s,, est la surface
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Fi1c. 4.5 — Exemple de conservation des flux. Si on ajoute les flux entrant dans chacune des
faces, la somme obtenue est nulle.

de la section d'une branche de la génération n, alors : S, = 2" X 5, = 2" x h? X 5,_;

—
i ||

2h? xS, _;. Donc S, est une suite géométrique de raison 2h?, or dans les poumons h > 3
et ainsi 2h2 > 25 ~ 1.26 > 1 (en fait on peut obtenir A ~ 0.85 d’apres les données de
Weibel, voir figure 4.8, dans ce cas la surface augmente d'un facteur de 1.45 a chaque

génération).

A noter qu’en présence d’effets d’inertie, il est possible d’avoir des branches avec de
grandes vitesses localisées sur des petites surfaces (comme la M-shape, voir chapitre 3.2),
ainsi, bien que le flux soit toujours conservé, le résultat précédent n’a un sens que pour
les vitesses moyennes de chaque génération. Au contraire, dans le cadre du régime de Poi-
seuille et d’'un arbre a branchements symétriques, les vitesses moyennes sont parfaitement
représentatives du flux. Cette décroissance des vitesses a été mesurée dans les poumons,
ainsi, au repos, l'air y entre avec une vélocité de 1 m.s~! tandis qu’a la base (au niveau
des acinus), sa vitesse est quasiment nulle, voir [63].

Solutions stationnaires (3D)

Nous avons effectué quelques simulations numériques stationnaires en régime lent
dans des structures arborescentes. Ces calculs ont montré que le flux dans chacune des
branches était un flux indépendant de la section considérée. Le but de cette partie est
de démontrer que cette condition est suffisante pour que l'on ait un flux de Poiseuille.
Cela justifiera ainsi I’hypothese du régime de Poiseuille utilisée dans le reste de ce chapitre.

Cherchons donc une solution stationnaire de 1’équation 4.1, invariante selon ’axe du
cylindre, c’est & dire 'axe z (voir figure 4.4). Ces deux hypotheéses donnent : % =0
et % = 0. Dans ce cas on peut réécrire les équations coordonnées par coordonnées

(u = (uﬂm Uy, uZ)))
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_Puy _ Pug + 1oP _
Oy? 022 uwox
_Puy Py +1op _

Oy? 0z2 w oy
_8211,2 — %u, + 10pP 0
Oy? 0z2 w oz

8“‘?4 auz —
dy + o0z
Si on suppose cette solution suffisamment réguliere (C?), on peut dériver les deuxieme
et troisieme équations par rapport a x, ainsi comme u, et u, sont indépendante de z,

g orP 0
oy O0r
0 0P
- — O
0z Ox
Ainsi ‘3—5 est indépendant de y et z. Maintenant considérons la premiere équation, on

sait que u, = u,(y, 2) et que ?9_5 ne dépend que de x, donc il existe une constante A € R
telle que :

or _
or
Pu, Ou, 1
b=
dy? 022
Finalement P = A\.z + P,(y, z). Compte-tenu des conditions de bord P = Py en z =0
et P= P, en x = L, on obtient :

A

Pr(y7z) = PO
\ = bi=h
L

On voit en particulier que P ne dépend que de x, le probleme se réduit donc en des
équations sur les seules vitesses

8@2:; +8(9z:2x _
gt o
8(9;22 _}_88:22 =0
G+ o =0

A

1
I

En ajoutant les conditions de bord de non-glissement (u, = u, = u, = 0 sur la paroi
P du cylindre figure 4.4) et compte-tenu de I'unicité de la solution de Af = 0 sur €2,
f = fo sur 92 (dans notre cas 2 est une section du cylindre, la démonstration se fait par
formulation faible, voir [10]), on déduit que

Uy =u, =0
. . < 2 2 .
Finalement il reste a résoudre %—;2" + % = ﬁ et u, = 0 sur le bord. Toujours compte-
tenu de I'unicité, on voit que 'unique solution s’écrit :

My +2%) =17

uz—u 1
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ou r est le rayon du cylindre. Finalement la seule solution stationnaire en temps et
en x s’écrit :

u = 0 R P = —PIZPO X+ PO (42)

Ce régime est celui de Poiseuille, la pression P, est la pression de référence. L’intérét
de ce flux particulier est qu’il représente une sorte de point fixe des flux a petites vitesses :
dans un tube comme celui présenté figure 4.4, quelque soit la condition d’entrée, le régime
devient tres rapidement un régime de Poiseuille. Pour plus de précision sur les équations
de Stokes, voir [22].

Relation de Poiseuille (3D)

-

A
Y

F1c. 4.6 — On impose une pression Py en entrée et une pression P; en sortie, cela crée un flux
® a travers le tube, orienté de gauche a droite si Py > P;. La relation de Poiseuille s’écrit alors
Py — PL = R® ou R est la résistance de la géométrie.

Considérons maintenant un tube de longueur L et de rayon r dans lequel circule un
flux de Poiseuille (figure 4.6). Le flux le long d’une section est

2 r 2 _ .2 4
q):/ / éwsdsdﬁz—ﬁ)\r
0=0Js=0 1 4 8p

Supposons connues les pressions d’entrée et de sortie du tube, respectivement Py et
Py, alors on sait d’apres 'équation 4.2 que P, — Py = AL. En éliminant A, on obtient la
relation de Poiseuille

SuL
Ph— P =— 4.3
) - P= g (1.3)

z . L N4 s’ .
et on appelle résistance le terme R = ?‘7. Les propriétés de ces résistances sont exac-

tements les mémes que celle des réseaux électriques. Ainsi, deux branches de résistances
Ry et Ry en série (c’est a dire bout a bout) ont une résistance globale Ry + Ry, en pa-
rallele (c’est a dire cote a cote et reliées a leurs extrémités) elles ont un résistance globale

1 1 \—1
(R—IJFR—Q) .
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Changements d’échelle (3D)

Etant donné que ces résultats vont étre appliqués dans le cas de structures fractales, il
est important de déterminer le devenir des résistances et des volumes quand on multiplie
les dimensions d’un cylindre par un rapport h (homothétie de rapport h). Dans ce cas,
un cylindre de longueur L et de rayon r devient un cylindre de longueur h x L et de
rayon h x r. Ainsi si le cylindre initial a un volume V' et une résistance R, sachant que
V o< Lr? et que R o r%, le cylindre transformé a un volume h3 x V et une résistance h—%.
Il est intéressant de voir que 'on a la méme puissance de h dans les deux cas mais qu’elle
est au numérateur pour le volume et au dénominateur pour la résistance. Cette remarque
est fondamentale pour la suite car elle va rendre possible I'optimisation de la résistance

a volume fixé.

4.2 Résistance vs volume

Les deux grandeurs mises en évidence jusqu’ici pour caractériser ’arbre sont la résistance

et le volume. Chacune des deux a des conséquences importantes sur un arbre destiné a
distribuer un fluide dans un domaine. La résistance correspond a l’énergie qu’il va falloir
dépenser pour créer un flux a travers la structure. Ainsi, une résistance trop grande ne
peut étre envisagée (mauvais rendement). De méme le volume disponible est limité par
la taille maximale autorisée du systeme (en particulier pour les poumons). Enfin on ne
peut le remplir completement par de la “tuyauterie”, de ’espace étant nécessaire pour
disposer la surface de transfert (les acinus). Obtenir les expressions de ces deux nombres
en fonction des parametres géométriques est donc indispensable pour bien comprendre
comment ces contraintes peuvent s’influencer I'une et I'autre.

4.2.1 Calculs de la résistance et du volume

Calcul de la résistance :

Rappelons rapidement les hypotheses géométriques (voir paragraphe 4.1.1). La résistance
de la premiere branche est supposée connue, elle est notée Ry. L’arbre est supposé bran-
cher de facon symétrique et dichotomique. Les branches de la génération ¢ + 1 sont les
images par une homothétie de rapport h; des branches de génération 1.

Proposition 1 Si on néglige la résistance des intersections, la résistance totale d’un
arbre de N + 1 générations vaut :

1
(h1 X hg X ... X hy)3

Ay
R = R, 1+22—p

p=1

(4.4)

Démonstration :

Une récurrence sur le nombre de générations N + 1 de ’arbre prouve le résultat. En
effet, pour N = 0, la resistance de I'arbre est Ry. Supposons désormais que 4.4 soit vraie a
I'ordre N. Considérons un arbre A a N +2 générations, on peut le voir comme deux arbres
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F1a. 4.7 — Calcul de la résistance. L’arbre A peut étre considéré comme deux arbres identiques
a1 et ap reliés entre eux par lentrée grace & une branche de résistance Rg. On appelle R la
résistance des premieres branches de a; et az. On a alors par hypothése R) = Ro/h3.

ai et a; de N + 1 générations, en paralleles et reliés par une branche a leurs sommets,
voir figure 4.2.1. Chacun des arbres a; et as a une résistance qui vaut :

R, =R,

N D U
P 20 (hg X h3 X ... X hp+1)3

ou Rj est la résistance de la premiere génération de chacun des deux sous-arbres a;
et ay (identiques par hypothese). Si Ry est la résistance de la premiere branche de A, la
résistance totale de A s’écrit donc :

1 1\ ! 1
R R@) =~ fot gyl

Compte-tenu du fait que R = Ry/h3, on a :

RJQ\?H = Ro + (

N+1

1 1 1

1 Al

—— |1 _

2 x h} * pz1 27 (hg X h3 X ... X hyy1)?
Ce qui prouve le résultat par récurrence.[]

Calcul du volume :

En négligeant le volume des intersections, et en considérant qu’a la génération p il y
a 27 branches, et que le volume de chaque branche est (hy...h,)3Vp, on obtient :
Proposition 2 Le volume d’un arbre de N + 1 générations vaut :

N
Vi =Vo |14 ) 2°(hy X hy x ... x Iy)? (4.5)

p=1

Remarques :
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La résistance et le volume de I'arbre sont des sommes finies a N termes. Le nombre
2P(hy X ... X h,) apparait aux dénominateurs de chacun de ces termes pour la résistance
et aux numérateurs pour le volume. Cette remarque met des maintenant en évidence
les comportements “opposés” de la résistance et du volume relativement aux facteurs
hi, ..., hx. Ainsi, on sent bien que si on cherche a minimiser I'une de ces deux grandeurs,
ce sera au dépend de 'autre. Ainsi, ce systeme cadre bien avec la théorie de 'optimisation
avec contrainte.

4.2.2 Optimisation de la résistance a volume fixé : ’arbre opti-
mal est fractal

Dans cette partie, nous allons montrer qu'une “meilleure” structure peut étre définie
dans le cadre des hypotheses des paragraphes précédents. Cette structure est obtenue en
minimisant la dissipation visqueuse dans un arbre fini dont le volume maximal autorisé
est borné. Un argument mathématique simple, basé sur le théoreme des extréma liés (qui
permet l'utilisation des multiplicateurs de Lagrange), suggere que le meilleur arbre est
fractal de dimension fractale 3. Dans un tel arbre, les bronches sont des homothéties d’une

1
génération a la suivante d’un facteur h égal a (%) 3~ 0.7937. Cette loi est connue sous le
nom de loi de Hess-Murray, d’abord formulée par Hess [25] pour les vaisseaux sanguins
et développée ensuite par Murray [36].

Fixons le nombre de générations N + 1 de notre arbre, les parametres hq, ..., hy
€ 10, 1] sont supposés inconnus. Considérons un réel strictement positif A et supposons
que cela corresponde au volume maximal que 'arbre puisse utiliser. Quelle est, dans ce
cas, la résistance minimale autorisée pour cet arbre? Dans quelle mesure est-ce que cela
définit la géométrie ? La proposition suivante nous donne la réponse :

Proposition 3 L’application (hy,...,hx) — Ry (1, ..., hx) a un minimum unique sur le
domaine défini par Vy(hy,...,hn) < A Plus précisément ce minimum est atteint sur la
1 1
3 3

éci
surface Viy(hy, ..., hy) = A au point ((;\N“;g) ,(3) (3 )3).

(%)

Démonstration :

La premiere étape consiste a effectuer un changement de variable pour simplifier
Pécriture du probleme. Ainsi, posons X, = 2h$ x 2h3 x ... x 2h3. Comme h, > 0, le
domaine de travail devient D = {(X7,..., Xy) € R | Vn(X1, ..., Xn) < A}. On notera
S ={(X1,...Xy) € Rf| Vy(X1,...,Xn) = A}. En utilisant ce nouveau systeme de
coordonnées, la résistance et le volume peuvent se réécrire :

Al
eq -
RY = R, <1+ZXP>

p=1

N
VN:VO<1+ZXP>

p=1
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Tout d’abord, la différentielle de Ry ne s’annule pas sur D (VRY = (—)}?—%, o —?—%))
donc il n’y a pas d’extremum a lintérieur de D. Or limy, .o Ry = 400 pour tout
p € {1,...,N}, donc le minimum est atteint sur le “dernier” bord de D c’est a dire

S.

Maintenant, il reste & trouver les extrema de Ry sur S. Appliquons le théoreme des
extrema liés : ces extrema sont caractérisés par l'existence d’'un A € R tel que VR =
A.VVy (le gradient est considéré relativement aux N parametres Xy, ..., Xy).

Ox, By = —Ro/X?
ox,Vy = Vo

Ainsi, pour tout ¢ € {1,..,N}, aux extrema : Xf = ,/—=32. En utilisant la
contrainte de volume, une équation supplémentaire apparait : Vo(1 + 25:1 X7) = A,

soit Vo(1+ NV —/57%) = A. Ce qui permet de déterminer \ = —4&2}/“}33,

On en déduit la valeur de X{ = %A;—OVO pour tout i € {1,..., N}, ce qui prouve en par-
ticulier qu’il n’existe qu'un seul extremum atteint. Or on sait que Ry (X1, ..., Xy) atteint
son minimum sur ce sous-ensemble de D, donc 'extremum trouvé est le minimum global

de cette application sur D.

En retournant aux coordonnées d’origine, on obtient :

2h3 = LAl
203 x 2h3 = 1ach
2h3 x 2h3 x 2h} %A;ZVO

Ce qui prouve que le minimum de Ry sur {(h1,...,hn) € Rf | Vy(h,...,hy) < A}

est atteint en
A—VVE 1V yE g1y
2NV, "\ 2 "\ 2 )

On remarquera qu’il est plus valable pour 'arbre d’adapter la taille de ses branches
au volume des la premiere génération plutot que de distribuer cette adaptation dans
toutes ses branches. Une fois cette adaptation effectuée, la décroissance des tailles de-
vient fractale, avec une dimension fractale égale a —1In(2)/ ln((%)%) = 3 : l'arbre remplit
au mieux ’espace (si le nombre de générations devient infini, ’arbre remplit effectivement
tout l'espace). Ainsi, par extension, une structure reste homogene a petite échelle méme
si d'importantes dissymétries existent aux échelles plus grandes. En particulier, on voit
que si deux systemes sont optimaux au sens de la proposition 3 alors méme en étant de
tailles et de géométries différentes, ils auront exactement les mémes propriétés aux petites

échelles. Ce sont en effet les propriétés des petites tailles qui sont déterminantes du point
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de vue de la résistance et du volume.

Le poumon vérifie étonnamment bien ces résultats, en particulier il choisit plutot
d’étre irrégulier dans ses premieres générations pour s’adapter a la géométrie du volume
(ainsi qu’a U'inertie de air, voir chapitre 3.3.3) puis il devient relativement régulier dans
ses générations suivantes, voir paragraphe 4.1.1. Néanmoins, dans le poumon, le facteur
de réduction moyen h d’une génération a 'autre, bien qu’étant relativement constant a

partir de la sixieme génération, n’est pas égal a %% ~ 0.79. Il est sensiblement plus grand.
En effet sur la figure 4.8 ot sont représentés les facteurs de réduction des longueurs et des
diametres, on voit que le facteur h est plutot de 'ordre de 0.85. Ainsi on constate que le
poumon n’est pas optimal. Quels en sont les conséquences sur les résistances et volumes ?
Que peut bien gagner le poumon a ne pas étre optimal ? La réponse a cette question doit
encore une fois étre cherchée dans la variabilité intrinseque des systemes physiologiques.

Remarque :
Bien qu’en dehors du cadre de ce chapitre, il est intéressant de remarquer que 1'on
peut tres facilement généraliser la proposition 3 pour un arbre de N + 1 générations

branchant de fagon p-adique et formé de cylindres n-dimensionnels inclus dans R"™ :

Proposition 4 L’application (hy,...,hyx) — RY(h1, ..., hx) a un minimum unique sur le

domaine défini par Vy(hy,...,hy) < A. Plus précisément ce minimum est atteint sur la
: VoL 1 1 1
surface Viy(h1, ., h) = A au point ((32)%, (15, ()%, ., (2)%).

Sa dimension fractale devient alors — In(p)/ ln((%)%) = n et on voit que l'on remplit
toujours ’espace. Toutes les propriétés exposées dans le cadre dichotomique 3D restent
valables dans ce cas plus général, en particulier on a toujours ’adaptation de I'arbre au

volume des la premiere génération.

4.2.3 Ecarts autour de ’arbre optimal, mise en évidence d’une
marge de sécurité

Il a été démontré précédemment, en optimisant la résistance d’un arbre symétrique
et dichotomique a volume restreint, que la meilleure structure est fractale de dimension

fractale 3, voir proposition 3. Plus précisément, les branches d’une génération doivent
étre une réduction d’un facteur h, = %% ~ 0.79 des branches de la génération précédente.
On observe toutefois que le poumon, bien qu’ayant un facteur de réduction h, a peu pres
constant a travers ses générations (il est fractal), n’est pas optimal, comme le montre la
figure 4.8, ou I'on voit que h, ~ 0.85 > h, ~ 0.79. Les conséquences sur la résistance et le
volume d’un tel décalage peuvent étre importantes compte-tenu du caractere multiplica-
teur des facteurs de réduction dans les expressions de ces deux grandeurs. Cette remarque,
associée a la variabilité physiologique et aux incessantes modifications géométriques ayant

lieu dans le poumon, pose la question de I'influence de ce facteur de réduction.
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Fi1a. 4.8 — Facteurs de réduction des longueurs et des diametres dans les bronches inférieures
du poumon humain (générations sept a dix-sept). Ces données sont les mesures effectuées par
E.R. Weibel en 1963, voir [61]. Les cercles et les croix représentent respectivement les rapports
des diametres et des longueurs.

Dans cette partie, la géométrie est un arbre dichotomique, symétrique. On suppose
de plus que cet arbre est fractal, cela signifie que le facteur de réduction des branches
est le méme pour toutes les générations, il sera représenté par la lettre h. En général, on
considerera un arbre de onze générations, correspondant aux générations sept a dix-sept
des poumons. Compte-tenu des données de la figure 4.8, ce modele est assez réaliste quand
h est proche de h, = 0.85. Nous allons chercher a comprendre quelle est précisément 1'in-
fluence de ce facteur h sur la résistance et le volume. Réécrivons donc leurs expressions

avec cette fois-ci 'hypothese hy = hy = ... = hy = h (voir équations 4.4 et 4.5) :
Ny N
R = R, 1+Z—(2h3)p V=V 1+Z(2h3)”]
p=1 p=1
Ce qui s’écrit encore (si h # %%) ;
—(N+1 N+1
NTE eyt | Y T @) -1

On voit toute suite dans cette derniere expression, que la position du nombre 2h3
relativement a 1 va définir le comportement de R3 et de V. On voit aussi que plus
N sera grand, plus cette influence sera importante. Dans la résistance, c¢’est ﬁ qui in-
tervient tandis que dans le volume, c’est 2h3. Ainsi leurs comportements sont opposés :
quand la résistance est grande, le volume occupé est faible maiis quand la résistance est
faible, le volume occupé est grand. A l'optimal, quand h = %5, RY = Ry x (N +1) et
Vv = Vo x (N +1). La dépendance asymptotique relativement au nombre de génération
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N +1 (c’est a dire pour N assez grand) est donc la suivante :

— i 2h% < 1, alors, RY i C x (2h3)_N, donc Ry tend vers l'infini exponentielle-
ment avec N. Vy est quant a lui borné.

— si 2h% > 1, alors Ry est bornée et Vy N0, (2h3)N C’est au tour de Vy de
tendre exponentiellement vers 'infini avec N.

. N—oo N—oo .

— 81 203 =1, Ry} "~ Ry x N et Vy "~ Vo x N. Dans ce cas, qui est le cas de
I'optimal, les deux grandeurs tendent vers l'infini avec N mais linéairement cette
fois, donc beaucoup moins vite que dans les deux autres cas.

Plusieurs points peuvent étre mis en évidence : tout d’abord dans le cadre d’arbres
infinis, on voit qu’il n’existe pas de cas ou le volume et la résistance sont finis, ce résultat
peut étre généralisé pour des arbres quelconques irriguant un volume, voir [6]. Ensuite,
I’'optimal pour un arbre, fini cette fois, n’est pas anodin : la position trouvée est celle
des variations moindres avec N des deux grandeurs. Enfin le poumon se situe du coté
2h3 > 1 donc dans le cas des grands volumes et des petites résistances. Ainsi, il préfere
favoriser la respiration plutot qu’économiser de 'espace. En particulier on voit que sa
dimension fractale est bien plus grande que 3 : —In(2)/in(h,) ~ 4.26. Cela signifie en
particulier que le nombre de générations ne peut étre trop grand car le volume occupé en
trois dimensions est trop important.

Un phénomene important reste toutefois a étudier : que se passe-t-il quand le facteur
de réduction varie légerement ? La figure 4.9 montre les courbes de la résistance et du
volume en fonction de h. La courbe continue représente la résistance et la courbe poin-
tillée le volume. On voit que le poumon est du coté des grands volumes et des petites
résistances. La forme des courbes est aussi importante : la résistance est tres plate du
coté h > h,, cela signifie qu'une variation de h a peu de conséquence sur la résistance.
Au contraire la méme variation de h du c6té h < h, entraine un grand changement (par
exemple, sur la figure 4.9 entre les résistances a h = 0.85 et h = 0.80 il y a un facteur
2 tandis qu’entre les résistances a h = 0.78 et h = 0.73 il y a un facteur 4). Pour le
volume, c’est exactement le contraire. Ainsi, on peut considérer h, comme un facteur
critique pour la résistance : si h > h, alors la résistance est peu sensible a h et on est en
régime sous-critique, au contraire si h < h,, la résistance est tres sensible, le régime est
sur-critique. Par conséquent, en se situant en régime sous-critique, le poumon s’octroie
une marge de sécurité qui autorise une certaine variation inter-individus. Malgré cette
marge, il reste néanmoins remarquablement proche de 'optimal physique.

Outre cette variabilité entre plusieurs individus, le poumon n’est pas une structure
rigide et il est le siege de contractions et dilatations incessantes (ne serait-ce que par la
respiration ou par la régulation des diametres des bronches [42]), cette marge de sécurité
a donc aussi vocation de permettre ces changements sans trop attenter a l'efficacité du
systeme. Toutefois, des individus dont la marge de sécurité est plus faible pourront étre
plus fragiles dans certaines conditions, voir le chapitre 4.2.4 sur 'asthme. Ils auront
néanmoins un arbre bronchique d’un volume plus faible, ce qui signifie potentiellement
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F1a. 4.9 — Dépendance de la résistance et du volume d’un arbre fractal de onze générations en
fonction du facteur de réduction des branches h. La résistance et le volume ont été normalisés
(Rp = 1 et Vp = 1. A noter les grandes variations des courbes qui montrent I'importante
sensibilité du systéme & sa géométrie. La facteur de réduction pour le poumon humain est plus
grand que la valeur critique.

plus de place pour les acinus, et donc plus de surface d’échange : ils seront plus efficaces.
On voit alors pourquoi des gens comme les athletes peuvent étre plus sensibles a des
maladies comme "asthme [68].

A noter que la figure 4.8 montre que les facteurs de réduction des diametres des
générations inférieures sont un peu plus grands. Ces générations correspondent aux extrémités
de I'arbre bronchique. Les mesures de la figure 4.9, ont été effectuées sur un moulage de
poumon. On peut supposer en premiere approximation qu’elles correspondent a 1'état
normal du poumon sans influence musculaire (état relaché). Les petites bronches auto-
risent donc un degré de contraction plus grand avant qu’un stade critique ne soit atteint.
En un sens, cela signifie que la marge de sécurité est plus importante pour les bronches
les plus petites, ce qui est cohérent étant donné que ce sont celles qui risquent le plus de
s’obstruer (se collaber).

4.2.4 Branches non homothétiques, application a ’asthme

Le modele utilisé jusqu’ici considere que les longueurs et diametres varient de la méme
facon. Toutefois dans le cas de l'asthme, de la bronchiolite ou de réactions allergiques
(par exemple aux pollens), seuls les diametres intérieurs des bronchioles sont modifiés,
voir figure 4.10. Avec ces hypotheses les branches ne sont plus des homothéties d’une
génération a l'autre et il convient de découpler les longueurs des diametres. Dans ce qui
suit, h; représente le rapport des longueurs existant entre deux générations successives et
hg le rapport des diametres. Ainsi :
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Proposition 5 La résistance d’un arbre de N + 1 générations s’écrit

N1 \?
R = R, 1+22—p(h—i) ]
p=1 d
Le volume s’écrit alors : N
Vy=TVp |14 2 (hlhfl)p]
p=1

Démonstration :

Le calcul de la résistance se fait par récurrence, en considérant I’arbre comme deux
sous-arbres identiques, reliés entre eux par une branche de résistance Ry, voir proposition

3.0

Cette fois-ci on voit que les termes des séries sont différents, les comportements de la
résistance et du volume étant respectivement liés a la position relative de ;7’4 et de 2hh?
d

vis & vis de 1. Ainsi en supposant connu h;, le facteur critique h% pour la résistance est
1

hl = (%) . Si hq < b, la résistance est grande et sensible aux variations et si hy > h¥,

la résistance est petite et peu sensible. Le facteur critique pour le volume est quant a
lui by = (2h1)_%. Si hg > hY alors le volume est grand et sensible, et si hy < hY le
volume est petit et peu sensible. Sur la figure 4.8, on voit que le rapport des longueurs
peut-étre supposé constant dans le domaine du poumon considéré dans ce chapitre et
égal & 0.85. Avec cette donnée, on trouve hf ~ 0.81 et A ~ 0.77. On peut alors résumer
les comportements dans un tableau :

hg  hi
RY + + + | -
VW — | + + +

Les signes + représentent les grandes valeurs et la grande sensibilité vis a vis de hy
de la résistance et du volume, tandis que les signes — représentent les petites valeurs et
la faible sensibilité. On voit qu’il n’existe pas de configuration intéressante du point de
vue du volume et de la résistance. Encore une fois le poumon doit faire un choix entre
les deux. Sur la figure 4.8 le rapport des diametres croit légerement de 0.82 a 0.9 entre
les générations sept et dix-sept : I’arbre bronchique est donc toujours au-dessus des deux
facteurs critiques hif et hY : il favorise la résistance tout en conservant une certaine marge
de sécurité.

Les effets multiplicateurs sont cette fois associés a une puissance 4 du facteur hy (contre
une puissance 3 du facteur h dans le paragraphe précédent 4.2.3). Cela va créer une sensi-
bilité plus importante du systeme vis a vis des variations du rapport des diametres. Pour
illustrer cet effet, les résistances de différents arbres de onze générations ont été calculées
en fonction de la réduction du facteur hy. Cette réduction est exprimée en pourcentage
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O muqueuse

/ @ contractions musculaires
@ irritations de la muqueuse

F1c. 4.10 — Exemples de disfonctionnements pouvant entrainer une crise d’asthme. La constric-
tion des bronches peut étre a l'origine d’une contraction excessive des muscles lisses sur leur
paroi ou bien de l'irritation de la muqueuse qui recouvre leurs surfaces internes (typiquement
par effets allergiques). Comme le diametre efficace des bronches diminue, la respiration devient
plus difficile.

de réduction relativement a la valeur initiale de h, (c’est a dire en remplacant h, par
(1 — 155)ha ol T est 'abscisse). Les courbes intitulées “human lung” correspondent a des
arbres plus réalistes dont les facteurs de réduction du diametre sont ceux présentés sur
la figure 4.8. Ces derniers arbres ont donc des hy(z) dépendant de la génération z et les
courbes présentent leurs comportements quand hg(z) est réduit en (1 — 155)ha(2). A noter
que les résistances ont été normalisées relativement a leur valeur pour une réduction de
0% (valeur initiale). Les résultats sont exposés sur la figure 4.11. La contraction crée
une augmentation dramatique de la résistance totale des arbres : une réduction de 4%
du rapport des diametres double quasiment la résistance de l'arbre intitulé “symmetric
human lung” alors qu’elle ne ferait qu’augmenter de 15% la résistance d’un tube seul.
Dans le cas de I'arbre critique (symétrique ou pas), le phénomene est amplifié. A no-
ter qu'un arbre dissymétrique se comporte un peu mieux, tout en restant néanmoins tres

sensible, pour plus de détails sur les arbres dissymétriques, voir le paragraphe suivant 4.3.

Pour conclure, le découplage de la réduction des longueurs et des diametres permet
de modéliser assez correctement 'effet sur les résistances de la contraction des bronches.
Néanmoins, notre modele suppose une contraction homogene du sous-arbre, ce qui n’est
pas toujours le cas dans les maladies comme 'asthme. En effet un certain nombre de
phénomenes ne sont pas ici considérés, comme la fermeture des bronches, qui stoppe
completement le flux dans un partie entiere du poumon, ou comme des contractions
dispersées et locales dans 'arbre bronchique. Toutefois, dans les cas ou nos résultats
s’appliquent, on voit que le “design” des poumons est important, en ce sens qu’il rend un
individu plus ou moins sensible aux aléas respiratoires. Ainsi, un arbre dont le facteur de
réduction des branches est proche de 'optimal sera plus fragile vis a vis des contractions
des bronches. A noter que le poumon augmente petit a petit son facteur de réduction des
diametres en descendant dans les générations. Cela améliore sa réponse aux contractions.
En effet, dans le cas ou le facteur d’homothétie passe en dessous de la valeur critique, la
plus grande partie de la résistance se trouve a la base de I’arbre bronchique. Ce phénomene
provient du fait que dans I’expression de la résistance une formule du type Zp aP apparait

o N , T . .
(avec a = %) ol p représente la génération. Si a devient plus grand que 1, ce sont donc
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Fi1a. 4.11 — Dépendance de la résistance en fonction de la contraction des bronches, exprimée
en pourcentage de réduction du facteur d’homothétie des diametres (abscisse). L’ordonnée cor-
respond & la résistance normalisée de I’arbre relativement & sa valeur sans contraction (c’est a
dire que la résistance vaut 1 pour une contraction valant 0%). Les trois courbes montrent la
sensibilité de quatre différents arbres : la ligne avec des tirets correspond aux arbres critiques
(symétrique avec h = 0.79 et dissymétrique avec h = 0.76). La ligne pleine correspond & un
arbre symétrique dont les facteurs de réduction h; et hy sont ceux des données de Weibel pour le
poumon humain [61]. Ces données sont présentées sur la figure 4.8 ; Dans ce cas, une réduction
de 4% du diametre double la résistance. La ligne pointillée correspond & un arbre dissymétrique
dont le facteur d’homothétie moyen est h = 0.85. Le systéme dissymetrique est légérement moins
sensible & la réduction des diameétres, mais une réduction de 5% suffit néanmoins & doubler la
résistance.
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les termes a” avec les plus grands p qui définissent 'ordre de grandeur de la somme.

4.3 Cas d’un arbre asymétrique

Bien que I'hypothese de régularité des branchements soit a priori assez bonne pour
appliquer les résultats précédents aux poumons, il peut étre intéressant et plus précis
d’étudier le comportement de ce modele dans le cas d'un arbre dissymétrique. Le poumon
est en effet une structure dont la variabilité reste assez importante [60, 30] (par exemple
au cours de la respiration, ou encore sous l'influence des muscles lisses sur les parois
des bronches). Le résultat présenté ci-dessous nous dit que ’hypothese de branchement
symétrique n’est pas nécessaire a l’obtention d’un optimal critique. C’est avant tout 'effet
multiplicateur qui est a l'origine de 'extréme sensibilité du systeme. Pour illustrer ce fait,
on peut calculer la résistance dans le cas ou les tubes branchent de fagon dissymétrique :
les deux branches filles sont des réductions de rapport hy et hy de leur branche mere. La
répartition de ces rapports lors d’'un branchement est fait aléatoirement.

Proposition 6 La résistance d’un tel arbre de N + 1 générations s’écrit :

N 1 P
1 -
2 (hi” + h%) ]
p=1

RN:RO

Quant a son volume, il vaut :

N

1+ (B +h3)"

p=1

Vn="

Démonstration :

Les calculs de la résistance et du volume se font par récurrence, par découpage de
I’arbre en deux parties comme pour la proposition 3.0]

En particulier on voit que toutes les distributions de h; et hy dans l’arbre sont
équivalentes du point de vue de la résistance et du volume. Bien qu’aléatoires, tous ces
arbres sont composés des mémes successions de branches, les différences étant juste leur
organisation. Or comme nous travaillons en régime lent, cette orientation n’influe pas sur
la résistance (non plus que sur le volume, bien-entendu). La sensibilité du systeme est
maintenant définie par la position de (h? + h3) relativement a 1.

Donnons un exemple précis. Nous avons calculé I'effet de bifurcations non symétriques
dans un arbre avec des rapports hy et hy définis relativement a un parametre moyen h.
L’une des deux branches filles voit sa taille multipliée par un facteur h; = 1.2h tandis
que 'autre est multipliée par hy = 0.8h. A chaque bifurcation, les branches filles ont donc
des résistances différentes, dont le rapport est (hy/hy)® ~ 3.38. Ainsi on peut déterminer
un facteur critique h. pour h par
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F1a. 4.12 — Domaines définissant I'influence de I’asymétrie sur la résistance. L’interface entre les
deux régions correspond & la courbe a®+4b% = 2. Un choix de couple (a, b) dans la zone grise donne
une résistance plus grande pour 'arbre dissymétrique que pour 'arbre symétrique. Au contraire,
un choix dans la zone noire donne un résistance plus petite a 'arbre asymétrique. L’exemple
présenté dans ce chapitre, a = 1.2 et b = 0.8 se situe dans la zone noire car 1.2340.8% = 2.24 > 2,
donc Ry > R4(1.2,0.8).

1
h3(1.234+0.8%)

On trouve h, = 0.76. On voit donc qu’un tel arbre a un facteur critique plus petit
qu’'un arbre symétrique ou h, = 0.79. Ce résultat signifie que la diminution de la résistance
obtenue par 'augmentation de la taille de certaines branches (celles réduites d’un facteur
hy) est plus important que I'augmentation de résistance induite par la réduction d’un
certain nombre de branches (celles réduites de hy). Ce phénomene est di au choix des
deux valeurs 1.2 et 0.8 (voir ci-dessous).

Comme le montre la figure 4.11, cet arbre reste tres sensible a la contraction des
bronches, méme s’il ’est un peu moins que les arbres symétriques. En effet la criticalité
réside dans la structure arborescente et non pas dans la condition de symétrie. Il est
intéressant de noter que les arbres critiques dissymétrique et symétrique ont exactement
le méme comportement (voir figure 4.11). On peut donc en déduire pour les autres mam-
miferes dont les poumons ont des degrés d’asymétrie plus importants (comme le chien),
que ce phénomene est tout aussi présent que chez I’'Homme.

Dans un cadre un peu plus général, supposons que l'on choisisse des facteurs de
réduction hy et hy de la facon suivante : hy = a X h et ho = b x h. Alors la résistance
normalisée Ry de 'arbre dissymétrique correspondant s’écrit (arbre de N + 1 générations

avec Ry =1) :
1 p
()

7

Rd(a, b) =

WE

i
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1
Ainsi, la valeur critique de cet arbre est h, = (—+=)2. Si on compare la formule
) a’+b
Ry(a,b) a la résistance normalisée R, de 'arbre symétrique associé au méme facteur h,

r=Y (55)
p=0

on voit que le comportement de ces deux résistances I'une par rapport a 'autre dépend
de la position relative des termes des séries, c’est a dire # et m Finalement, c’est
le signe de (a® + b%) — 2 qui détermine si la résistance de I'arbre asymétrique est plus ou
moins grande que celle de I'arbre symétrique. Sur la figure 4.12 sont réprésentés les deux
domaines définissant ces comportements avec a en abscisse et b en ordonnée. La zone grise
correspond a Ry < Ry, la zone noire correspond a R, > R,. En particulier, cela montre que

la dissymétrie n’est pas a priori meilleure que la symétrie en ce qui concerne la criticalité.

On voit aussi que plus on se rapproche de I'origine, plus le facteur critique h, = (ﬁ) %,
devient grand. Des contraintes supplémentaires, comme par exemple a + b = 1, peuvent
toutefois etre suffisantes pour toujours obtenir des arbres dissymétriques moins résistifs
que 'arbre symétrique. En ce qui concerne les volumes, les phénomenes sont inversés : si
on note Vy et V; les volumes respectifs des arbres symétriques et dissymétriques, alors la
région grise correspond a V; > Vj; et la noire a V; < V.

4.4 Conclusions

Nous avons montré que le systeme optimal était dangereusement sensible aux fluctua-
tions ou a la variabilité physiologique inter-individus : I'optimalité ne peut donc étre le seul
critere pour la construction de I’arbre bronchique. La morphologie de I’arbre bronchique
humain reste néanmoins proche de 'efficacité maximale (en ce sens qu’elle assure la dis-
tribution de I’air avec une dissipation visqueuse minimale). Les bronches étant 1égérement
plus grandes que 'optimal, elles occupent un volume plus important qu’il n’est forcément
nécessaire. Cela permet au systeme de disposer d’une marge de sécurité vis a vis de la
résistance, au prix d’un espace-mort plus important. Dans le poumon humain, le volume
des bronches qui n’ont pour role que la conduction de I'air est environ 3% du volume total
des poumons, c¢’est du méme ordre que ’arbre veineux ou que ’arbre artériel relativement
au volume du corps humain. Les 90% restant sont occupés par les acinus ou les échanges
gazeux ont lieu. Ces acinus sont eux-mémes constitués d’une surface de type fractal (voir
chapitre 5) qui remplit le volume autour des bronches (correspondant a 1’espace-mort du
poumon) et cela fournit la surface d’échange nécessaire entre l'air et le sang [44].

De la grande sensibilité du systeme bronchique a la morphologie, on peut déduire une
conclusion plus générale. D'un point de vue purement physique, de petites différences
entre les individus peut induire des changements importants en ce qui concerne les per-
formances respiratoires. Cela pourrait expliquer pourquoi certains athletes sont parti-
culierement sensibles aux effets de 1’asthme ou du bronchospasme induit par 'exer-
cice [68](exercise-induced bronchospasm en anglais). Les performances importantes des
athletes, obtenues par I'entrainement, qui augmente la capacité d’oxygénation des muscles
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(63, 62, 27], nécessitent une ventilation plus rapide. Cela assure alors un apport en oxygene
suffisant, mais I’exercice ne permet pas d’accompagner cette ventilation par un ajustement
proportionnel de la structure du poumon. La ventilation la plus importante doit donc étre
obtenue dans un arbre bronchique construit de telle sorte que la géométrie des bronches
peut devenir critique. Le rétrecissement des petites bronches du a l’exercice résulte en
une diminution du facteur de réduction des diametres, ce qui implique une augmentation
aigue de la résistance au flux. Cela serait d’autant plus grave si le facteur d’homothétie
des bronches a I’état relaché était proche de la valeur critique 0.79. En effet, les athletes,
toujours a leurs limites, pourraient ne pas avoir de réserves suffisantes pour augmenter le
travail qu’ils fournissent déja pour respirer. Le fait qu’ils soient capables de hautes per-
formances en dépit de leur bronchospasme, pourrait indiquer que le facteur d’homothetie
de leur poumon a une marge de sécurité suffisante pour permettre une bonne ventilation
de leurs échangeurs pulmonaires. Une structure “plus optimale” serait en effet dangereuse.

Ces résultats peuvent étre transposés au sang. Le Professeur E.R. Weibel travaille
sur les conséquences du facteur d’homothétie sur les vaisseaux sanguins. Contrairement a

I’arbre bronchique, le facteur moyen de réducti?n des vaisseaux est de I'ordre de 0.77, c’est
a dire en-dessous du facteur critique h, = (%) 3 ~ 0.79. Cela signifie que la résistance est
tres sensible aux variations géométriques et que le volume des vaisseaux est assez faible.
Il faut savoir que le réseau sanguin doit étre tres finement et tres facilement régulable.
Ainsi, par cet effet de sensibilité, ce but peut étre atteint relativement aisément et a cout
assez réduit. En ce qui concerne le volume, le fait qu’il ne soit pas trop grand évite au
corps humain une présence trop importante de sang, produit considéré comme “cotiteux”.
De plus, on voit que le réseau sanguin est beaucoup plus proche de I'optimal que ne 'est
le poumon, ce qui accroit l'efficacité globale du systeme pour distribuer le sang tout en

conservant un volume raisonnable.

Enfin, ces résultats remettent en question les récentes preuves sur les origines des
lois allométriques [66]. En effet, les raisonnements actuels s’appuient sur ’hypothese que
les étres vivants fonctionnent toujours a 'optimal physique, particulierement en ce qui
concerne la dissipation visqueuse des fluides circulant en leur sein. Cette hypothese est
donc contredite par les résultats de ce chapitre. De plus le travail de these de Maddalena
Felici [19] a montré que les acinus ne fonctionnent pas a leur maximum au repos et qu’ils
conservent une marge de sécurité sous la forme d’une réserve de surface d’échange, dispo-
nible, par exemple, pour ’exercice. On voit donc que pour expliquer les lois allométriques,
il faut nécessairement faire intervenir ce principe de marges de sécurité, tres important
pour les systemes vivants.

Ce chapitre a fait 'objet d'un article publié dans Nature, les références de ce papier
sont :

An optimal bronchial tree may be dangerous.
B. Mauroy', M. Filoche!?, E. R. Weibel®, and B. Sapoval®2.

Nature, 427, 633-636, 12 Février 2004.
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Chapitre 5

Flux dans ’acinus
(générations 18 a 23)

Dans les chapitres précédents, les deux régions du poumon qui ont été étudiées sont
des zones ot ’air ne fait que circuler. Une fois a la dix-huitieme génération, le fluide arrive
dans les acinus. A ce niveau, la structure des branches change, en particulier leur diametre
ne diminue plus [63]. Sur la surface des bronches apparaissent des petits sacs dans les-
quels les échanges entre le gaz et le sang ont lieu : les alvéoles. Les conduits alvéolaires, a
partir de la vingtieme génération, en sont completement recouverts. Le gaz circule dans
cette structure avec une vitesse tres faible, si réduite que le mouvement de I'oxygene et du
dioxyde de carbone est dominé par le phénomene de diffusion (déplacement des molécules
qui tend & homogénéiser les concentrations) [43, 44, 45]. M. Felici, dans le cadre de sa
these a étudié les propriétés de diffusion de I'oxygene et du dioxyde de carbone dans
des modeles réalistes mais fixes d’acinus [19, 20, 21]. Les résultats ont montré que les
acinus ne fonctionnent pas de facon homogene. En général 'entrée travaille plus que les
extrémités, en particulier au repos : il subissent un effet d’écrantage (ou screening en an-
glais) qui assure au systéme une marge de sécurité (voir sujet connexe sur les marges chez
les étres vivants, chapitre 4). Dans ce travail, les mouvements de l'air et de la structure
ont été négligés. Or, les sources de diffusion de 'oxygene et du dioxyde de carbone ne se
situent pas toujours au meéme niveau de la structure, en effet leurs positions se déplagent
au cours de la respiration et dépendent du régime respiratoire. Le positionnement de ces
sources est lié au rapport des vitesses locales du fluide sur les vitesses de diffusion dans
l'air (grandeur mesurée par le nombre de Péclet acinaire dans les arbres symétriques [44]).
C’est le probleme de la transition convection-diffusion.

La connaissance des flux au cours du temps dans les acinus permettrait une amélioration
de ce modele, en ce sens que 'on saura placer précisément les sources de diffusion tout
au long du cycle respiratoire. Dans ce chapitre sont développés les outils nécessaires
au calcul des flux dans un modele d’acinus bidimensonnel [31]. Quelques résultats, tres
préliminaires, sur la transition convection-diffusion sont aussi présentés.

La simulation des flux a été effectuée numériquement dans des modeles de sous-acinus
(trois dernieres générations), par programmation directe d'un code d’éléments finis insta-
tionnaire 2D en géométrie variable. Ce code utilise les éléments finis de Whitney couplés
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Fi1a. 5.1 — Acinus. Les conduits alvéolaires sont recouverts par les petits sacs que sont les
alvéoles.

a une remontée des courbes caractéristiques permettant de traiter les termes temporels.
La vitesse est approchée par des éléments finis P!, la pression est quant & elle P°. La
programmation a été effectuée en partie avec Matlab et en partie en C' + +.

5.1 Modélisation d’un acinus respirant

5.1.1 Hypotheses
Généralités

La circulation de l'air dans la géométrie étant tres lente, le probleme est régi par
les équations de Stokes. Ainsi les propriétés du fluide seront assez homogenes (voir les
considérations sur le flux de Poiseuille, paragraphe 4.1.2). A ce régime, un modele en deux
dimensions est donc suffisant en premiere approximation pour comprendre les mécanismes
entrant en jeu. Le fluide remplit ’espace en trois dimensions de fagon aussi réguliere que
I’espace en deux dimensions. Cette simplification est justifiée pour la diffusion dans la
référence [19]. A noter que cette hypothese est fausse en présence d’effets d’inertie, car le
fluide utilise tout ’espace nécessaire pour “s’échapper”, et les directions disponibles sont
plus nombreuses en 3D. Ainsi le flux secondaire observé au chapitre 3.2 n’existe pas en
deux dimensions, voir [2] et [34].

Ensuite, nous avons supposé que les phénomenes de diffusion n’influencent pas le flux,
ce qui est raisonnable car la proportion d’oxygene absorbée et de dioxyde de carbone re-
jetée est suffisamment faible pour que les propriétés du fluide (la densité et la viscosité)
soient considérées constantes pendant tout le cycle. Ainsi, le calcul des flux peut étre
effectué indépendamment des phénomenes de diffusion, ce qui justifie les travaux de ce
chapitre, traitant seulement la partie hydrodynamique du probleme de I'acinus.

L’étape suivante de 1’étude, non réalisée a I’écriture de ce manuscrit, serait de résoudre
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les équations de diffusion de 'oxygene et du dioxyde de carbone dans le champ de vitesses
obtenu, selon I'équation de convection-diffusion :

a—C(ﬂLv.VC*—DAC:O

ot
ou C' est la concentration de I'espece considérée D son coefficient de diffusion dans lair et
v le champ des vitesses de l'air. Les conditions de bord seraient des conditions de Fourier.
Ces conditions correspondent & un flux a travers la paroi de molécules d’oxygene (ou de
dioxyde de carbone) proportionnel & leur concentration :

oC
— =KP
on

K est une constante dépendant de la perméabilité de la paroi et du coefficient de diffusion
D de l'espece considérée [19].

Géométrie

La géométrie utilisée provient d'un algorithme réalisé par H. Kitaoka [31]. Cet al-
gorithme qui fonctionne en deux ou trois dimensions remplit completement un volume
de facon itérative par des cellules représentant des sections de conduits alvéolaires. Les
chemins créés ont la particularité de n’avoir aucun rebroussement. Cet algorithme n’est
pas déterministe et différentes réalisations du modele peuvent étre obtenues pour un
méme volume. Des propriétés statistiques comme la longueur moyenne des chemins ou la
surface totale interne sont conservées. Dans ce chapitre, cet algorithme sera utilisé pour
modéliser un sous-acinus (correspondant aux trois dernieres générations du poumon, de
vingt-et-un a vingt-trois), mais cette hypothese n’est pas réductrice, la simulation dans
tout un acinus étant envisageable. Chaque cellule est un cube de 0.5 mm de coté (cela cor-
respond a I’état de dilatation maximum d’un conduit alvéolaire). En particulier, 'entrée
de la structure mesure un demi millimetre. La figure 5.2 montre une réalisation en deux
dimensions de cet algorithme avec 6 x 6 cellules, correspondant a un sous-acinus. Cette
géométrie est celle utilisée tout au long de ce chapitre. On notera que le coté “anguleux”
de ce modele n’est pas réellement un probleme étant donné que les flux qui circulent a
I'intérieur sont tres lents et donc peu influencés par ce type de défaut. L’entrée de la
structure est représentée en gris en bas a gauche. Il faut toutefois faire remarquer un
défaut de ce modele : certaines branches sont tres longues car des branchements s’effec-
tuent tres tot, en particulier le chemin longeant le bord gauche vers le haut puis le bord
haut vers la droite est peu réaliste. Pour plus d’informations sur ce modele voir [31, 19].

Respiration

Pour obtenir un flux dans cette structure, on doit imposer une mouvement cyclique
a la géométrie au cours du temps. Bien que la respiration soit dissymétrique en temps,
voir chapitre 2.2 et 3.3.3, nous allons considérer ici un modele sinusoidal homothétique
de respiration. Ainsi au temps ¢, la géométrie sera homothétique a celle au temps 0 d’un
facteur k(t) égal a

83



F1G. 5.2 — Modele 2D de sous-acinus utilisé dans ce chapitre. Il est construit a partir de 6 x 6
cellules qui forment des chemins branchant en trois générations, sans rebroussement. Chaque
région du carré est accessible par un chemin. Chaque cellule est un carré de coté 0.5 mm. Le
segment gris correspond a ’entrée de la structure.

k() = 1+ A x [1—4@@}

2

ou A est une constante donnant 'amplitude du mouvement et w sa fréquence. La
respiration durant a peu pres cing secondes, w a été fixé a %’r Quand a 'amplitude A elle
reflete la différence des volumes entre 'inspiration et I’expiration. Comme nous travaillons
en deux dimensions, le volume est ici une surface et le rapport r des volumes maximum

.. k2 NERT
et minimum de la structure vaut donc T3, c’est a dire :

r=(1+ A)?

A titre indicatif, supposons une différence de I'ordre de 10% entre les volumes maxi-
mum et minimum du poumon au repos. Dans ce cas, le rapport r vaut 1.1, A est alors égal
a 0.05. A noter que le diametre d’entrée de 0.5 mm correspond a un sous-acinus gonflé
au maximum, c’est a dire en condition d’exercice. En considérant que le volume d’air
absorbé en exercice est le double du volume d’air absorbé au repos, on peut estimer que
le diametre d’entrée maximum au repos est de ’ordre de 0.35 mm, ce qui donne 0.33 mm
pour un acinus dégonflé au repos. Les vitesses observées a I'entrée du sous-acinus dans
ces hypotheses dans les simulations qui vont suivre sont de 'ordre de 0.1 ecm.s™ !, cela
correspond bien a une vitesse en régime de repos [63].

5.1.2 Domaine : définitions & conditions de bord

Quelques définitions

Notons €, le domaine (ouvert) représentant 1’acinus au temps ¢ et 9€2; son bord. On
pose 2 = Qg (Q est donc le domaine intérieur de la structure présentée figure 5.2). Pour
Iinstant, nous allons nous placer dans un cadre un peu plus général en considérant que
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le cycle respiratoire est modélisé par une succession d’homothéties du domaine €2, dont
les rapports varient continument avec le temps selon une fonction ¢ — k(t). Le centre de
ces homothéties est l'origine (0,0), que I'on place a I'entrée de la structure. Ainsi, cela
signifie que, pour tout temps ¢ :

O = k(t).0

On supposera de plus que la fonction k£ a les propriétés suivantes :

La position initiale correspond & une homothétie de rapport 1, ainsi k(0) = 1.

La fonction k est toujours strictement positive.

La respiration est périodique, c’est a dire il existe T" tel que k(t +T) = k(t) pour
tout ¢ (en pratique P =5 s).

— La fonction k est une fonction dérivable de dérivée continue.

On fixe un temps 7}, > 0, correspondant au temps maximal considéré dans notre
étude et on note Q =10,T,,[ x Q et Q' = Ute}o Tm[{t} x Q.

Conditions au bords

Les mouvement de l'air est géré par les équation de Stokes, on doit donc imposer
les conditions aux bords des domaines €2;. Ce bord se décompose en deux parties : la
partie correspondant & une paroi que I'on notera en général I'? (en noir sur la figure
5.2; on notera I'> = I'?) et la partie correspondant a l'entrée dans la structure que 'on
notera I'} (en gris sur la figure; on notera I'' = T°}). Le mouvement des points de la
paroi durant le “cycle respiratoire” impose les vitesses du fluide, étant donné I’hypothese
de non-glissement (conditions de Dirichlet). Ainsi, les conditions de bord de paroi sont
données par les vitesses de déplacement des points de la surface. Le mouvement de I'Z
crée un flux qui par conservation a travers le bord de Q doit s’échapper par l'entrée T'},
voir paragraphe 4.1.2. Dans un souci de simplification, nous imposerons a l’entrée un flux
opposé a celui créé par la dilatation du reste du bord.

Il s’agit maintenant de calculer la vitesse des points de la paroi. Soit M (¢) un point
du bord au temps ¢. Comme le déplacement est une homothétie de centre fixé a l'origine,
il existe M, tel que

donc la vitesse au temps ¢ du point M (t) est

: k(1)
v(t, M(t)) = k'(t).My = ——.M(t)
k(1)
Ainsi, pour X € I'? (X point de la paroi), on peut définir la fonction des vitesses du
bord wu;, par




Les conditions de bord a ’entrée doivent compenser le flux créé par le déplacement
des points de la paroi. On prolonge donc u(t,.) sur I'} de telle sorte que :

/ub(t,X).ﬁ:—/ ub(t,X).ﬁ
T re

Cette relation définit donc le flux de u;, & travers 'entrée T'}. Il reste a choisir son profil.
Etant donné que I'on est en régime lent et que le flux est censé provenir d’une bronchiole,
on peut le représenter raisonnablement par le régime de Poiseuille : nous allons donc
supposer que u; a un profil parabolique sur T'}.

5.1.3 Equations de Stokes en domaine variable - référentiel dépendant
du temps

Le flux est modélisé par les équations de Stokes dépendant du temps, valables sur un
domaine lui aussi dépendant du temps. A priori, on ne sait pas travailler sur ce type de
probleme, et on doit utiliser une facon détournée pour faire disparaitre le mouvement de
la géométrie. On utilise pour cela un changement de variable permettant de réécrire les
équations dans un référentiel ou temps et espace sont liés, mais ou la géométrie reste fixe.

On cherche donc a résoudre le systeme d’équations suivant dans le systeme de coor-
données X = (z1,z3) :

(p%—uAu+VP:0 sur @’
div(u) =0 sur Q'
(5.1)
u(0,.) = ug sur €2
[ u(t, X) = wy(t, X) sur 08

Pour rappel, & chaque temps ¢, 9Q; est divisé en deux ensembles T'} et T'?. T'} corres-
pond & l'entrée dans la structure et I'? représente la paroi. De plus, comme la dilatation
au cours du temps est la conséquence d’homothéties, on sait que I'! = k(¢).T = k(t).I"
pour ¢ = 1, 2.

On effectue le changement de variable X = k(t).Y, le systeme 5.1 se réécrit en un
systeme d’équations 5.2. Leur domaine spatial est alors € et est fixe dans le temps. Ainsi,
on obtient dans le nouveau systeme de coordonnées Y :
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u K
(5 — SR VU = i Aut 5 VP =0 surQ

div(u) =0 sur @

u(0,Y) = uy(k(0).Y) sur 2 (5.2)

E'(t).Y surI?
| u= up(t, k(t).Y) = { b(l(f )Y) <ur T

ol b(t, .) est une fonction de I'' dans R? qui doit compenser le flux créé sur I'? (conséquence
de div(u) = 0), il est donc nécessaire d’avoir :

/F BVt / K () (Yn) = 0

T2
Le nouveau systeme d’équations 5.2 a des propriétés tres proches des équations de
Stokes. On voit qu’en multipliant sa premieére équation par k(t), on obtient une équation
ayant les propriétés suivantes :

— L’équation correspond a la circulation d’un fluide équivalent quasi-statique ayant
une densité k(t)p et une viscosité pu/k(t).

— Le terme —k'(t)[Y.Vu] signifie qu’au point Y ce fluide est transporté avec une vitesse
—FK'(t).Y, qui correspond a la vitesse de déplacement des homothéties au temps t.

L’existence d’une solution a cette équation se démontre par la méthode classique de
Galerkin [50]. Compte-tenu du fait que k est toujours strictement positive, la principale
différence dans la preuve pour les équations 5.2 et les équations de Stokes est la majoration
du terme supplémentaire fQ X.Vu.v. Les démonstrations de 'existence, de 'unicité et de
la régularité de la solution sont traitées dans I'annexe B.

5.2 Résultats

Dans cette partie, nous allons présenter les résultats obtenus par simulation numérique
des équations ci-dessus. La partie technique des simulations est décrite dans les derniers
chapitres 5.4 et 5.5. La derniere section de ce chapitre présente une alternative a la
méthode du changement de variable, cette méthode concurrente est dite de pénalisation.
A Técriture de ce manuscrit, la programmation de cette seconde méthode n’est pas ter-
minée. Ainsi, seule la théorie est présentée. A terme, une comparaison entre ces deux
techniques est prévue.

La figure 5.3 montre les flux obtenus avec les hypothese définies en 5.1.1. Le flux
se divise dans les branches, avec des vitesses plus importantes pres de 'entrée, et plus
particulierement a mi-inspiration et mi-expiration (en fait quand £’(t) est maximum).
L’amplitude des vitesses observées correspond aux ordres de grandeurs mesurés par le
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Fi1a. 5.3 — Amplitudes des flux durant un cycle, les flux sont calculés dans le modele 2D de H.
Kitaoka. La géométrie inspire des temps 0 s au temps 2.5 s (en haut) et expire des temps 2.5 s
au temps 5 s (en bas). Les vitesses croissent dans l'ordre de couleurs bleu, jaune et rouge. Le
rouge foncé correspond & une vitesse supérieure & 0.4 mm.s !, la vitesse maximum au cours du
cycle est de I’ordre de 1 mm.s™ 1, le bleu foncé correspond quant & lui & des vitesses nulles. Le
flux se divise entre les différentes branches, et plus la génération est profonde plus la vitesse est
faible.
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F1G. 5.4 — Lignes de niveau Pe = 0.05 et Pe = 0.005 des nombres de Péclet acinaires pour
l'oxygene. La zone noire correspond aux nombres de Péclet supérieurs a 0.05, la zone gris foncé,
a des nombres compris entre 0.005 et 0.05 et enfin la zone gris clair aux nombres inférieurs a
0.005. Le Péclet maximum est mesuré a l'entrée a mi-inspiration et vaut 0.08. La convection
représente donc au plus 8% du mouvement des molécules d’oxygene, chiffre qui n’apparait
qu’aux moments les plus véloces de la respiration et qui, méme dans ce cas, tombe rapidement
sous les 5% (régions grises).
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Professeur E.R. Weibel dans [63]. Les vitesses les plus grandes sont en effet de 1'ordre de
0.1 m.s™ L.

Pour avoir des maintenant un ordre d’idée sur les influences relatives de la diffusion
et de la convection, on peut utiliser le nombre de Péclet acinaire. Toutefois la définition
donnée dans [44] n’est applicable qu’a des arbres symétriques dans lesquels on peut définir
la distance d’un point au fond de la structure. Dans une géométrie telle que celle de la
figure 5.2, le fond est accessible a plusieurs endroits qui peuvent étre a des distances
différentes. Cependant, pour obtenir un ordre de grandeur du nombre de Péclet acinaire,
on peut définir la distance L(z,¢) d’un point x au fond de 'arbre comme étant la dis-
tance a lextrémité la plus proche. Ainsi, on note P.(x,t) le nombre de Péclet acinaire
correspondant a ce choix de longueur, il s’exprime au point x et au temps ¢,

L(z,t)
D

ou v(z,t) est la vitesse du gaz acinaire au point x et au temps ¢ (voir figure 5.3). D est
le coefficient de diffusion de I'espéce considérée, par exemple D = 0.2 ¢m?.s~! pour la
diffusion de l'oxygene dans l'air et D = 0.14 ¢m?.s7! pour la diffusion du dioxyde de
carbone dans l'air. A noter que les L(x,t) choisis sont les plus petits possibles, et donc
I'influence de la convection est un peu sous-estimée. Les observations effectuées ne sont
donc données qu’a titre indicatif.

P.(z,t) =v(z,t) X

Dans ces hypotheses, la figure 5.4 montre les lignes de niveau Pe = 0.05 et Pe = 0.005
du nombre de Péclet approximatif défini ci-dessus. La zone noire correspond a la région
olt la convection représente plus de 5% du mouvement. Dans la zone gris foncé, la convec-
tion y représente entre 0.5 et 5% et enfin dans la zone gris clair elle y représente moins
de 0.5% du mouvement. A noter que le nombre de Péclet est maximum & mi-inspiration
(t = 2.5 s) et vaut 0.08 = 8%. Ainsi, on voit qu’en régime de repos, la convection
représente toujours moins de 10% du mouvement. Remarquons enfin que le Péclet ne
dépasse 0.05 qu’aux moments des plus grandes vitesses du cycle respiratoire et sur une
zone peu étendue (région noire sur la figure 5.4, correspondant aux Péclet entre 0.05 et
0.08). Ces premiéres observations vont dans le sens du fonctionnement majoritairement
diffusif du sous-acinus en régime de repos [44]. Il faut néanmoins préciser ce résultat étant
donné que 1'on ne dispose que d'une approximation, de surcroit sous-estimée, du nombre
de Péclet acinaire.

5.3 Conclusion

Ce chapitre est un travail préliminaire a une étude complete du transfert d’oxygene
et de dioxyde de carbone dans ’acinus prenant en compte le phénomene de convection-
diffusion. Les premieres indications, issues de nos calculs, confirment que la diffusion des
molécules est dominante dans un systeme subacinaire en régime de repos. Néanmoins,
dans le cadre d’un acinus entier, la convection de ces molécules due au mouvement du
fluide a une plus grande influence et peut jouer un roéle non négligeable dans le transport
des molécules échangées entre l'air et le sang. Il est tout a fait envisageable, d’'un point
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de vue théorique et numérique, d’étudier la diffusion de ces molécules en présence de
convection dans un acinus réaliste et respirant.

Remarquons ensuite que nous avons calculé les flux dans le cadre d’un régime de repos
et avec un nombre de Péclet acinaire défini relativement aux extrémités les plus proches.
Des simulations a différents régimes respiratoires et avec une meilleure définition du
nombre de Péclet acinaire doivent étre effectuées. En particulier, pour définir correctement
ce nombre de Péclet acinaire, on doit plutot utiliser la loi de Fick, qui permet d’exprimer
la vitesse de diffusion en chaque point

_ DVC(x,t)
R

ou D est le coefficient de diffusion dans l'air de 'espece considérée (oxygene ou dioxyde
de carbone) et C'(z,t) la concentration au point x et au temps ¢ de ’espece dont on étudie
la diffusion. Cette vitesse de diffusion nécessite donc une carte des concentrations C'(z,t)
dans I'acinus, qui ont été obtenues par M. Felici [19], avec qui nous collaborons pour ce
projet.

Ce travail, de bases physiologiques et physiques, est intimement 1ié a la mise en oeuvre
d’outils mathématiques et numériques calculant des flux dans des géométries variables
au cours du temps. Une premiere méthode, basée sur un changement variable permettant
de se ramener a des équations aux dérivées partielles sur un domaine fixe en temps, a
été utilisée avec succes. La mise en place d'une seconde méthode, dite de pénalisation,
est en cours de réalisation. Une étude théorique des erreurs doit encore étre effectuée, le
but final étant de comparer les vitesses et précisions des convergences, afin d’améliorer
nos résultats. Cette deuxieme méthode ouvre des portes sur de nombreux problemes
mathématiques, que nous étudions en collaboration avec Didier Bresch.

5.4 Mise en oeuvre numérique, méthode par chan-
gement de variable

Dans ce chapitre la méthode de résolution des équations 5.2 est présentée. Tout
d’abord les éléments finis utilisés sont définis. Ils ont la particularité d’étre issus de la
théorie de la géométrie différentielle, et plus particulierement des formes différentielles
de Whitney. L’intérét principal de ces éléments est qu’ils sont fournis “tout en un”,
ainsi leur structure particuliere assure la convergence du schéma numérique [26]. C'est la
conséquence des espaces discrets définis qui forment entre eux deux suites exactes, forte
dans un sens et faible dans 'autre. Les plongements associés sont des versions discretes des
opérateurs rotationnel et divergence d’une part, et gradient et rotationnel d’autre part [8].

Ensuite, cette méthode est couplée avec une remontée des courbes caractéristiques
permettant de traiter (par une intégration) les termes en temps et en gradient
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du ()

Tout d’abord nous allons présenter la résolution des équations de Stokes classiques
en domaine fixe basée sur les éléments de Whitney, puis nous étendrons la méthode aux
équations 5.2 en ajoutant la remontée des courbes caractéristiques.

5.4.1 Eléments de Whitney 2D, définition et propriétés
Définitions

Il faut d’abord donner une définition précise des opérateurs que nous allons utiliser
tout au long de ce chapitre.

On définit le rotationnel d’une fonction f de R? dans R par le vecteur

of

Oy

rot(f) = ,

Le gradient d’'une fonction f de R? dans R par le vecteur

of

ox
Vf=

of

Oy

Le rotationnel d’une fonction u = (u1,us) de R?* dans R? est la fonction scalaire
définie par

rot(u) = % — %—l;

— La divergence d’une fonction v = (uy,us) de R? dans R? est la fonction scalaire
définie par

div(u) = % + %—1;/2

Le laplacien s’exprime par l'intermédiare des opérateurs définis précédemment :

Au = —rot(rot(u)) + V(div(u))

Il y a donc quatre opérateurs de base, deux transformant les fonctions scalaires en
fonctions vectorielles et deux transformant les fonctions vectorielles en fonctions scalaires.
Le laplacien est un opérateur composé obtenu par combinaison de ces quatre opérateurs
de base. En particulier on note ’absence du gradient d’une fonction vectorielle, qui n’est
pas discrétisable dans les espaces considérés. Néanmoins, son couplage avec le terme en
temps dans I’étape des courbes caractéristiques permettra de le traiter, voir paragraphe
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5.4.3.

On considere un maillage 2D, M = (N, A, 7) d'un domaine polyédrique Q. N, A et
T correspondent respectivement a 1’ensemble des noeuds, des arétes et des triangles, les
cardinaux de ces ensembles sont notés N, A et T. On appelle Ny (resp. Ag) 'ensemble
des sommets (resp. des arétes) qui ne sont pas sur le bord de €, son cardinal est N
(resp. Ap). A contient des arétes orientées, on notera a = (n,m) € A l'aréte d’extrémités
m et n, qui sont des noeuds inclus dans A et on notera —a = (m, n). Remarquons que
si a € A alors on supposera que —a ¢ A. De méme on notera 7' = (I,m,n) un tri-
angle T' € 7 dont les bords sont les trois arétes [, met net siT € 7 et a € A, on dira
a € T s'il existe b et ¢ dans A tels que T' = (a, b, ¢) ol toute autre permutation de a, b ou c.

Nous allons maintenant définir les espaces d’éléments finis utilisés tout au long de
ce chapitre. Ce sont donc des éléments bidimensionnels (il existe de la méme fagon des
éléments tridimensionnels, voir [8]). Les éléments définis sur les noeuds sont des éléments
P! classiques, puis, a partir de ce premier espace, on construit des éléments sur les arétes
et les triangles grace aux quatre opérateurs de base. Ainsi

— On définit w, pour n € N' comme les fonctions P! sur M vérifiant

Wp (M) = Opm

et on pose
WO =< (wn)neN > et W(g) =< (wn)”‘ENO >

— Pour a = (m,n) € A, on pose
Wy = Wy rot(wy,) — w,rot(wy,)

et on note
W =< (Wq)aea > et Wy =< (Wa)aca, >

— Enfin pour T'= (I,m,n) € T, wr est défini par
wr = 2[w V(W) .rot(wy,) + w, V(w,).rot(w;) + w,V(w;).rot(wy,)]

On pose
W? =< (wr)rer >

Les trois types d’éléments sont réprésentés sur la figure 5.5. W0 et W? sont des espaces
de fonctions scalaires, W est un espace de fonctions vectorielles. La vitesse est discrétisée
dans W tandis que la pression peut I'étre dans W° ou W? (par dualité du probleme).
Le choix effectué pour la pression a peu d’influence en pratique, ici elle a été discrétisée
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Wh

F1G. 5.5 — Les trois types d’éléments utilisés dans ce chapitre. w, € W est une fonction
chapeau P! classique, valant 1 au noeud n € A et 0 aux autres noeuds. w, € W' définit un flux
non nul & travers l'aréte a € A et un flux nul & travers toutes les autres arétes. Enfin wp € W2
est une fonction constante non nulle sur 7' € 7 et nulle sur tous les autres triangles. La vitesse
u est discrétisée par les w,, la pression p par les wr.

dans W?2.

On définit ensuite les matrices d’'incidence R; € Maxn et D; € M yyr, qui permet-
teront d’exprimer simplement les plongements d’un espace a l'autre. Sin € N, a € A et
T € T, on pose

1 si Im e N tqga=(m,n) 1 si aeT
Ri(a,n)=<¢ —1 si ImeNtga=(n,m) et Di(T,a)=< —1 si —a€eT
0  sinon 0  swnon

Propriétés & conséquences

Plusieurs propriétés sont présentées dans cette section. En particulier les expressions
matricielles des opérateurs adjoints seront tres utiles pour la suite. Les preuves, relative-
ment simples, ne sont pas décrites ici, nous renvoyons le lecteur a la référence [8] pour le
détail des démonstrations.

Propriétés élémentaires :

o wyp = wllﬁ sur 1" et est nul sur tous les autres triangles.

orot(wyn) =Y ,ca Rila,n)w,.

e} dz’v(wa) = ZTGT DZ(T, a)wT.
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En particulier, on a défini matriciellement les actions du rotationnel sur W9 et de la
divergence sur W'. On ne peut toutefois définir de la méme facon rot(w,) pour w, € Wt
et Vwy pour wy € W2, car définis de facon forte ces deux expressions sont nulles. Il
faut donc construire des opérateurs adjoints discrets qui correspondront effectivement
aux opérateurs continus que l'on souhaite discrétiser. On utilise pour cela une expression
faible de ces opérateurs. A noter que les expressions trouvées ci-dessus pour rot(w,) et
div(w,) sont bien les mémes en formulation faible.

Construction des opérateurs adjoints :

Nous allons construire dans ce paragraphe les opérateurs discrets qui nous manquent
encore. Ces opérateurs sont les opérateurs adjoints de ceux précédemment définis, c’est
grace a cette propriété que nous les caractériserons. Etant discrets, ils seront représentés
par des matrices dites matrices de masse, le terme masse signifiant que la géométrie
intervient dans les éléments de la matrice, ce qui n’était pas le cas pour les matrices
d’incidence qui ne dépendent que de la connectivité du maillage.

o On définit application rot de W' dans W9 faiblement : Vf € W0,

/Q rol(v).f = /Q vrot(f)+ /a enf= Y| /Q wa.rot (1) + / (a7 ) W]t

(n,a)eEN x A o

On peut alors définir une matrice du rotationnel (matrice de masse) de W' dans

WO par’]é:R—FBOl\l
R = (fQ TOt(wn)-wa) (n,a)eN' x A

B::(]&ﬂuhﬁjwnxm@eNxA

Deux matrices apparaissent, la matrice B étant une matrice de bord qui n’intervient
que pour les w, associés aux arétes du bord. Grace aux propriétés élémentaires, on
peut exprimer plus précisément la matrice R :

Rna= ZRi(b, n)/wb.wa

be A &

o On définit application V de W2 dans W1 faiblement par : Vv € W1,

/Q 0.V (g) = — /Q div(v).g+ /8 (ng= Y - /Q div(w,)wr+ / (wo.n)wr]vegr

(a,T)EAXT o8

Remarquons qu’en général, on travaillera avec des fonctions test v € Wy, dans ce
cas, 'expression du gradient se réduit a
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/Q 0. V(g) = — /Q dvwg= Y [ /Q div(we) wr]vagr

(a,T)eAGXT

On définit alors la matrice de masse du gradient

g = <_/ div(wa).wT)
Q a,TeAoxT

Plus précisément, grace aux propriétés élémentaires,

ga,T = - Z Dz‘(T,ﬂ) / W W
Q

T'eT

On a alors la suite exacte (définie au sens fort) :
o rot 1 dw 9
Wi —Ww — W
et la suite exacte retour (définie au sens faible) :
wo Lt S

Les propriétés d’exactitude de ces suites et leurs conséquences, en particulier sur la
convergence du schéma, sont traitées en détail dans les références [8, 26].

5.4.2 Résolution de Stokes

La premiere étape est la résolution des équations de Stokes stationnaires. Ces équations
gerent le mouvement stationnaire des flux a petites vitesses. Dans cette partie, nous
feriv , e, . . , y . 9

décrivons la méthode utilisée, puis dans la suivante nous I’étendons aux équations 5.2

Probléeme

Rappelons les équations, on veut résoudre sur un domaine (2 :
—Au+VP=0

div(u) =0
u = ug sur 0S2

On cherche une solution % dans I'espace H'((2), on suppose de plus ug € H'() (en fait
on construit un relevement de ug, qui n’est a priori que défini sur le bord). Considérons
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maintenant u = @ — ug € H(€). u est alors une solution nulle au bord du systeme
équivalent, avec seconds membres :

div(u) = —div(ug)
u = 0 sur 0f2

Maintenant réécrivons ce systeme de fagon a faire apparaitre les opérateurs que nous
savons discrétiser. u est alors solution des équations équivalentes suivantes, avec wg et w
des fonctions de L?(Q2) (nous utilisons ici 'égalité Au = —rot(rot(u)) + grad(div(u))) :

wo = rot(ug)

— A u+ VP = Ay w = rot(u)
div(u) = —div(ug) <=> rot(w) + VP + rot(wy) =0
u =0 sur 0N2 div(u) = —div(ug)

u = 0 sur 09

Enfin en remarquant u = 0 sur 052 équivaut a une vitesse nulle sur 0f2 selon la normale
(u.n = 0) et selon la tangeante (u.7 = 0), les équations précédentes sont donc équivalentes
a chercher v € H{ () = {v € H'(Q)|v.n = 0 sur 9N} et P € L*(Q) tels que, avec wy et
w deux fonctions de L*(Q) :

wo = rot(ug)

w = rot(u)

rot(w) + VP + rot(wgy) =0
div(u) = —div(ug)

u.T =0 sur 02

On considere maintenant le probleme variationnel associé a ces équations, excepté
pour la partie divergence que I'on pourra exprimer fortement dans notre espace discret :

(Jywof = fyrot(uo)f = [yuarot(F) + foo(uo.7)f Vf € IX(Q)
Jgwf = forot(u)f = [ urot(f) + [oo(wr)f = [yurot(f) Vf € L3(S)
Jorot(wyv+ [, VPv+ [, rot(we)v =0 Vo e HL(Q)

| div(u) = —div(uo)

Le probleme & résoudre est finalement : trouver (wg,w,u, P) € L*(Q) x L*(Q) x
H(Q) x L*(Q) tels que
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[ Jowof = Jquorot(f) + [50(uo.T)f Vf e L*(Q)
Jowf = Jqurot(f) Vf e L3(Q)

Jorot(w)v — [, Pdiv(v) + [, rot(we)v =0 Vv e H{(Q)

(5.3)

div(u) = —div(ug)

La condition au bord originale © = 0 est décomposée en deux parties distinctes :
un = 0 et u.Tt = 0. La premiere est vérifiée grace a I'espace H1 () dans lequel on re-
cherche u. La seconde est une conséquence de la deuxieme équation du probleme 5.3,
dans laquelle on a imposé [, (u.7)g = 0 pour tout g € L*(€2). A partir de cette écriture
du systeme, nous allons pouvoir travailler dans les espace discrets présentés dans le pa-
ragraphe 5.4.1.

Discrétisation

Le systeme d’équations 5.3 est donc discrétisé a l'aide des éléments de Whitney. Les
espaces discrets sont :

o WY C L?(Q) contient les versions discrétes de wy, w et f.
o W} C H1 () contient les versions discrétes de u et v.
o Wt C H'(Q) contient la version discrete de wug.

o W? C L?*(Q) contient la version discrete de P.

En décomposant chacune des discrétisations des différentes fonctions sur les bases de
leurs espaces respectifs, on obtient des versions matricielles des équations de 5.3 corres-
pondantes. Ainsi, dans le méme ordre que 5.3, on obtient :

PFMuWo ="FR\Uy +'FBi1 Uy
FeRVN W, eRY U, e RA
My = ([ Wnwm)nxn, Rin = ([, warot(wn))vxa, Bir = ([0 (Wa - T)wn) Nxa

tFMHW - tFRl()U
FeRV W eRN U eRA
My = (Jqwawm)nxn, Rio = ([ warot(wy,)) nxa,

tVtR()lW - tVGQQP + tVtR()lWO == 0
V € R4
Goo = (fQ wTdiU(wa))onT, Ry = (fQ TOt(wn)wa)Non

DOOU = _D01UO
DOO = Dz(l : T, 1: Ao),D01 = Dz(l . T, 1: A)
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Chacune des matrices R;; est une sous-matrice de la matrice de masse R(= Ri1)
présentée dans le chapitre 5.4.1. De méme on a Gog = G. La construction d’un relevement
discret de ug se fait tres simplement. Il suffit en effet d’imposer a zéro les coefficients de
sa décomposition sur les arétes intérieures. La connaissance du flux sur le bord permet
d’obtenir les derniers coefficients, associés aux arétes du bord. Il faut que le flux entrant
sur les arétes de I'! soit égal au flux sortant sur les arétes de I'? (voir le cas détaillé dans
le chapitre suivant 5.4.3). Ainsi,

My 0 0 0 Wo (R11 + Bi1)Us
0 M11 —Rlo 0 W . 0

‘R 'R 0 —Goo | U B 0
0 0 Do 0 P —Do Uy

Le probleme se résume donc a un systeme linéaire du type A.x = b. Le calcul des
coefficients des matrices peut se faire de maniere exacte, compte-tenu des éléments choisis.
On peut montrer que A est une matrice creuse inversible. La solution approchée des
équations de Stokes est alors U = U + U,. Dans un soucis de validation du code, la
résolution de ce systeme a été effectuée sur des géométries classiques, comme un tube
bidimensionnel avec des profils de vitesses paraboliques en entrée et en sortie et une
condition de non-glissement sur la paroi. A noter que ces simulations ont été effectuées
en couplant du code Matlab et du code C' + +.

5.4.3 Extension au probleme de ’acinus

Dans cette partie nous allons discrétiser le systeme 5.2 a 'aide des éléments de Whit-
ney définis au paragraphe 5.4.1. Cette fois le temps intervient et nous devons lui aussi
le discrétiser. De plus, nous ferons en sorte que le terme en Vu soit absorbé dans le
processus. La discrétisation de ces deux termes utilise la méthode dite de remontée des
caractéristiques. Voici les différentes étapes de la résolution numérique :

. Y sz . ou K1)
1. une remontée des caractéristiques pour intégrer : % 170 Y. Vu.

2. une méthode de quadrature pour discrétiser les intégrales de la premiere étape, a

chaque pas de temps on obtient alors une équation sensiblement identique a Stokes
du point de vue de la résolution.

3. une résolution par Whitney de cette équation.

Ecriture des équations

On rappelle que I'on veut résoudre sur un domaine @ =|0,7,,[x€ les équations sui-
vantes :
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(& RV~ ATt g VP =0 @
div(@) = 0 sur @
5.4
w(0,Y) = uo(k(0).Y) sur ) (5.4)
i E#t).Y surI?
U = ug = uy(t, k(t).Y) = { b(l(f )Y) sur '

\

En premier lieu, effectuons le changement de variable u = @ — u)) (ol u) a été relevé
sur tout 2), pour nous ramener a une fonction nulle sur le bord, ce qui donne le nouveau
systeme :

( ‘?;; IZ((;)) Y.Vu| — k(MW A u+ k(l—t)VP = —% + & k( [Y Vuy] + k(’;) Auf sur Q
div(u) = —div(u)) sur
uw(0,Y) = ug(k(0).Y) —u)(0,Y) sur

[ u=0 sur 02

(5.5)

Nous allons discrétiser le temps par pas de longueurs constantes At, ainsi, on cherche a
résoudre le systeme 5.5 aux temps t,, = n x At, n € [0, N] en supposant que N x At < T,,.

Remontée des caractéristiques

On définit la courbe caractéristique de 5.5 passant en Y en t,,; comme une solution
de I’équation différentielle définie sur |a,, t,1] avec a, < t, par :

Xy () = —EEXy () i Xy(t) €0
dt 0 sinon (5 6)

Xy(tn+1) - Y

La solution de cette équation est explicite sur X31(Q) : Xy (t) = (2?51 Y. 1 faut
remarquer que l'on va remonter le temps, donc on s’intéresse aux temps inférieurs a ¢, 1.
Quand on est dans le complémentaire de X' (Q) dans ]a,, t,.1[, alors Xy est constant
et égal a une valeur qui situe Xy sur le bord de €2 pour tous les temps précédents, voir
figure 5.6. Ce “blocage” artificiel de la solution n’est pas génant car nous nous intéressons
aux valeurs de u(t,, Xy (t,)) et u(tnr1, Xy (t,41)) qui sont toujours nulles sur le bord.

ou k? (t

Ainsi le terme 5¢ — 775 Vu peut étre intégré le long de la courbe (¢, Xy ()), en effet :
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Xy () = Xy(tc) pourtoutt<t,

Xy (te)

Q

F1G. 5.6 — En remontant le temps, on longe une droite & la vitesse —k’(t,+1)/k(t). Il est alors
possible que 'on rencontre le bord de 2 & un temps t., dans ce cas la solution se fige et reste
bloquée pour tous les temps t < t..

t, Xy (t)) + &(t).Vu(t,Xy(t))

d ou
pm [t —ult,Xy(t)] =t - — pr

815(

On écrit donc les équations 5.5 aux points (¢, Xy (t)), ce qui donne, si on note v(t) =

u(t, Xy (t)) et w(t) = ud (t, Xy (1)) :

dv 1 1 _dw
— — A u(t, Xy (t —VP(t, Xy(t)) = t X
Puis on integre entre les temps ¢,, et t,11 :
V(tpsr) — — o s Dult, Xy (8)dt+ [ HS5 VP Xy (1)) dt

= w(tn) = W(tns1) + [ wh A uf(t, Xy (¢))dt

En approchant les intégrales par la méthode des rectangles : fab f)ydt = (b—a)f(b),
on obtient sachant que Y = Xy (t,41) :

U(tn+1, Y) — At A 'U/(tn+1, Y) (tn+1, Y)

_n
k(tn+1)2
= u(tn, Xy (tn)) + ug(tna Xy (tn)) — ug(tn-i-la Y)+ ig(t; A ub( nt1,Y)

Cette derniere équation a beaucoup de points communs avec 1’équation classique de
Stokes. A noter que 'on a choisi une discrétisation implicite en temps qui va nécessiter
Iinversion du systeme linéaire final. Le choix des différences finies implicites est une

question de stabilité [57]. En utilisant la décomposition du laplacien en rotationnels et
en tenant compte de ’équation sur les divergences, il vient :

W(tni1, V) + Atggtgrot(rot(w)) (tui1, Y) + gy VP (g1, V)

= u(tn, Xy (tn)) +up(ta, Xy (tn)) = up(tasr, Y) — g zrot(rot(up)) (b1, Y)
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Et enfin on peut écrire la formulation faible de I’équation 5.5 :

( [qw.f = [yrot(u).f
fQ wg’f = TOt(ug)'f

fQ tys1, Y)0(Y)dY + Atgt—; fﬂ mt V(tns1,Y)v(Y)dY
At )fﬂ VP(thi1,Y). (Y)dY+ e Jorot(wy)(tn, Y).v(Y)dY
PR e P T <Y AY — fou(tuss, Y)-0(Y )dY

\ div(u) = —div(u)) (5.7)

Ces équations ne font plus intervenir que les quatre opérateurs de base, toutes les in-
connues sont exprimées au temps t,,,1 et dépendent des fonctions parametres du probleme
ainsi que de la solution au temps ¢, supposée calculée précédemment (ou initialisée par
up au temps tp). 1l reste donc maintenant a écrire le systeme linéaire associé a la formu-
lation de cette équation dans les espaces discrets.

Résolution par Whitney au temps ¢,

Discrétisation de up(t,11, )

La fonction wuy(t,41,.) est discrétisé dans espace W, ainsi elle est représentée par
un vecteur Ug”rl dont les coordonnées correspondent aux flux a travers les arétes, plus
précisément a travers les arétes du bord car u, est un relevement d’une fonction définie
seulement sur le bord. Ainsi :

[, b(t,Y).ng Va e I'!

U"Jrl /Ub(tn—i-lay)'na =
a K (tne1) x [ Yng Va € T?

et pour conserver les flux, les coefficients de U, doivent vérifier :

> Di(a,T.) x Upd' == Di(a,T.) x Uy

acl? acT'!

Sia € A\ Ay, T, € T est I'unique triangle contenant 'aréte a. Ce triangle est bien
unique étant donné que a est une aréte du bord. On remarque ici que 'on doit tenir
compte de l'orientation des arétes dans le triangle, Ugf:l correspondant au flux sortant
du triangle T, si D;(a,T,) = 1 et au flux entrant si D;(a,T,) = —1.
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Mise en oeuvre

Outre les constantes supplémentaires, il convient de remarquer que de nouveaux
termes apparaissent par rapport a Stokes classique (équations 5.3) dans le systeme 5.7.
Ces termes font intervenir des fonctions qui seront discrétisées dans W' (u)(t,,.) — Up)

et dans W (u(t,,.) = U et v — V) :
o Joultnin, Y)o(Y)dY =32, ey U™ Var Jo wa-war ="V AgoU™*!
o [ ultn, Xy (t) 0(Y)AY =3, wen, UtV Jo wa(Xy (tn))-we (Y)dY =V AU
o Joud(tn, Xy (tn) v(Y)dY =37, aneaxay UbaVar Jo wa(Xy (tn)) we (Y)Y =1V Aq U
0 Jo u(tnsr, V)0V AY = X peny Ubid Vi foy waitvar = 'V A Uy

Ainsi, on obtient le systeme linéaire :

My 0 0 0 V[/”‘"1

0 My, —Rip 0 T/V”Jrl
4kgé§il)tR01 4,{2’65;1;}%01 Ago ——k(tﬁil)Goo | Ut
0 0 Doo 0 prtt

(Ri + Bn)U,?“
0
o AooUn—i-AOlUgL—AOlUgLJrl
_D01ng+1

Encore une fois, on peut montrer que la matrice est inversible. La solution approchée
de I'équation 5.4 est alors reconstruite : U™ = U™ + U 11 faut ensuite revenir au
domaine variable en temps, la vitesse U™ est donc recalée sur Q;, = k(tn41).Q, le flux
U1 4 travers aréte a du maillage de © étant alors considéré comme le flux & travers
I'image de a par ’homothétie de centre (0,0) et de rapport k(t,1).

Approximation de [, we(Xy (t,)).wy(Y)dY

Le calcul de ce terme est délicat, non seulement tres difficile a exprimer théoriquement,
il sera tres lourd a calculer numériquement. C’est pourquoi nous avons choisi de I’ap-
procher par une intégrale beaucoup plus simple. Rappelons 1'expression de Xy s’il ne
rencontre pas 092, Xy (t) = k(li’(l;sl) .Y. Le but de cette partie est de montrer que I'on peut
approcher

Jo Wa(Xy (t2)) wp(Y)AY  par [, we(Y).wy(Y)dY
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Notons D leur différence. Pour montrer que l'erreur tend vers 0 avec At, il va falloir
travailler sur des sous-ensembles de Q ot w, est C!, & savoir les triangles. Pour T' € 7,
notons a,(T) ={Y € Q| Xy (t,) € T}. Ainsi, on peut décomposer T € 7T sous la forme
d’une partition

T = (an(T) NT) U (T\(a(T) N T))

Ainsi, nous pouvons exprimer la différence des intégrales

D=

2 [/anm (wa(Xy (tn)) = wa(Y)) wy(Y)dY + / (wa(Xy (tn)) — wa(Y)) awp(Y)dY

TeT T\(a(T)NT)

Le point important est que Y — w,(Xy(t,)) et Y — w,(Y) sont toutes deux C* sur
an,(T)NT. En effet, w, est C' sur T et Y — Xy (¢,) est C' sur o, (T) car Xy (t) reste &
intérieur de Q par définition de a, (7). Enfin Y — w,(Xy(t,)) est aussi C! sur «,(T)
par composition, vu que dans ces conditions Xy (¢,) € T. Ainsi nous pouvons appliquer
I'inégalité de Taylor a la premiere intégrale, il existe K > 0 telle que

/ muXﬂm»—wam»MOWHWSKx/“ Xy (1) — Y] dY
an(T)NT an (T)NT

Or Xy (t,)—Y = (% —1)Y, donc en effectuant un développement limité de ktgf)l)

en prenant t,, = t,.; — At, on obtient ,Ef(z*)l) 1+ Atlz;((f"“ + O(At?). Donc, il existe
une constante C] telle que :

/ ) (’LUa(Xy(tn)) — wa(Y)) ,wb(Y)dY <Oy x At

Maintenant considérons la seconde intégrale. Cette fois-ci, ¢’est la surface du domaine

sur lequel on integre qui va tendre vers 0. En effet si p est la mesure de Lebesgue dans
R2,

w(T\(a(T)NT)) = (T) = pla(T)NT)

Or la figure 5.7 montre bien que quand At tend vers 0, les deux triangles se super-

posent. Par exemple, si Xy (f,) ne touche pas le bord, cette superposition provient du

fait que a, (T) = L4207 et que £l

tend vers 1 quand At tend vers 0. La mesure de
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S, ~|AB|xAt
SZ ~ |BC| X At

Fi1G. 5.7 — Le triangle ABC est le triangle T', 'autre est son image «,(T) par Xy (t,). Le
décalage de coordonnées entre les deux triangles est proportionnel & At pour des At suffisam-

ment petits. La figure montre que la surface de T'\ («,, (t)NT'), qui vaut S1+S2, est proportionnelle
a At.

l'intersection tend donc vers la mesure du triangle 7', u(a(T)NT) -y w(T). Ainsi, toute

les fonctions étant bornées,
At—0
—

/ (w0 (X (£)) — wa(Y)) wn(Y)dY 222
T\(a(T)NT)

Remarquons que nous n’avons pas d’estimation précise de cette convergence, elle
peut étre obtenue en déterminant les différences de surfaces entre les deux triangles.
Ces différences de surfaces sont proportionnelles & At comme 'indique intuitivement la
figure 5.7. Pour conclure, a maillage fixé, il existe un réel C' > 0 tel que

|D| =

/Q(wa(XY(tn)) —wa(Y)) wy(Y) dY | < C x At

Ainsi nous sommes assurés que ’approximation faite converge.

5.5 Vers une méthode de pénalisation

La méthode de résolution utilisée ci-dessus utilise un changement de variable qui fait
apparaitre de nouveaux termes dans les équations de Stokes. Ces termes peuvent étre
délicats a traiter et impliquent des calculs relativement longs. De plus un maillage du
domaine, pas toujours facile a effectuer, est nécessaire. On doit ensuite le faire bouger
au cours du temps. La méthode de pénalisation présentée dans ce chapitre permet de
travailler sur une région fixe au cours du temps, suffisament vaste pour contenir toutes
les déformations de la géométrie. Cette méthode ajoute un seul terme a I’équation de
Stokes, terme qui fait intervenir la fonction caractéristique de la géométrie mobile. Il
s’agit en fait de considérer un domaine O contenant (), pour tout ¢ et de contraindre
la solution a étre nulle (ou presque nulle) sur O\);. Cette méthode fait apparaitre une
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couche limite autour de 0€); qui permet d’estimer la convergence. Pour des détails sur
le calcul de D'erreur voir [14], les estimations pour notre cas sont relativement proches
(travail en cours a l’écriture de ce manuscrit).

5.5.1 Cas simple

Pour bien comprendre le probleme, un cas simple unidimensionnel ou 1’on connait
explicitement la solution, a d’abord étudié. Cela permet en particulier de comprendre
I'influence de la couche limite dans un cadre basique.

Probléme posé

On cherche a résoudre le probleme suivant ou ¢ €0, 1] :

u'(z) =1 x€]—1,¢

La solution exacte de cette équation est : u(z) = (2* + (1 — t)z — t). On va chercher
une approximation par pénalisation sur | — 1, 1[ de la forme :

u’e’(x) + %1%1[.’&6(1') = 1]_17,5[ x E] -1, 1[

On voit que 'on a ajouté un terme él]m[.ue(x),. Ainsi pour = € |t, 1], quand € est
petit, ce terme est prépondérant sur tous les autres et induit une équation limite sur |¢, 1|
quand e tend vers 0 qui est u. = 0. Nous allons calculer des solutions intermédiaires avec
e suffisamment petit. Dans ce cas précis, pour trouver la solution u. de (5.9), nous allons
découper | —1,1[en | — 1, ] U [t, 1] :

1. Sixz €] —1,t[, alors (5.9) devient :

u/(x) =1 x€]—1,¢

— (5.10)

Finalement u(x) = 2%+ Bx+ A sur ]0,[ ot A, B sont des constantes. La condition
en —1 donne donc :

1
5-B+A=0 (5.11)
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2. Siz €]t 1], alors (5.9) devient :

u!(z) + tu(z) =0 =€)t 1]
(5.12)
u(l) =0
Alors u, est de la forme Cch(x/+/€) + Dsh(x/\/€). La condition en 1 donne :

Cch(1/v/€) + Dsh(1//e) =0 (5.13)

Calcul des constantes

Pour déterminer les constantes A, B, C' et D, on utilise, en plus de (5.11) et (5.13),
la continuité de la fonction u et de sa dérivée en t :

o t2/2+ Bt + A = Cch(t/\/€) + Dsh(t/+/¢)
o t+ B = [Csh(t/\/€) + Dch(t/\/€)|/ /€

Finalement, on obtient des fonctions A(e, t), B(e, t), C(e,t) et D(e,t) (voir a la fin de
cette partie). Des exemples d’approximations obtenues dans les cas t = —0.2 et € = 0.1,
0.01 et 0.001 sont représentés sur la figure 5.8.

0.2 0.4 06 038 1

F1G. 5.8 — Approximations de u pour ¢ = —0.2 et trois valeurs de € (0.1, 0.01 et 0.001). La
courbe la plus haute est la solution exacte de I’équation 5.8 (parabole), puis les courbes du
dessous correspondent aux trois approximations par pénalisation. Plus la courbe est éloignée de
la vraie solution plus elle correspond a un € grand. A noter le comportement autour z = —0.2,
la courbe devient de plus en plus anguleuse a mesure que € diminue.
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0.0008 -
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epsilon

F1G. 5.9 — Erreur en norme L?(]—1, —0.2[) pour t = —0.2 entre u et son approximation u. (ligne
continue) et erreur entre leurs dérivées (ligne pointillée). On voit nettement la décroissance en
Ve.

Estimation de ’erreur

Nous allons calculer Ierreur en terme de norme H'(]—1,¢[), c’est & dire I'écart entre la
fonction et son approximation et 1’écart entre leurs dérivées. Les calculs ont été effectués
a ’aide du logiciel Maple.

—_

Ve(t+1)

(2%) (292)
( )(z) (I1+2x) (e Vel —e Ve
u—u)(z) ==
2—te(Q%)—6(2ﬁ)t—€(2%)+\/56(2%)—6(2ﬁ)—\/ge(2ﬁ)

27 _ 2%
(= w)(2) = 5 VE(+1) (%) — )

2 —te@ﬁ) —e(Qﬁ)t—e(Qﬁ)—k\/ge@\%) —6(2\%) —\/56(2

)

S

On voit apparaitre dans les deux formules la fonction de Y = e?/Ve :

v YtV
N
—tY —tYt =Y + \/eYt =Yt — /Y
qui s’écrit encore :
yt=t -1
Y —

Y 1 eyl Yl — e
Or quand € — 0, Y — +o0. Compte tenu que —1 < ¢t < 1, on en déduit que la fonction

ci-dessus a une limite quand € tend vers 0 qui vaut 1/(1 +t). Elle est donc bornée. Ainsi
il existe C' > 0 tel que :

(= ue) (@) + [(u = u) (z)| < Clt+1]]2+ 2| Ve

Finalement on a une convergence en /¢ de la norme H'(] — 1,¢[) de u. vers u. Un
graphique de la convergence en fonction de € pour ¢t = —0.2 est représenté sur la figure 5.9.
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Annexe : calcul des constantes

Le calcul des constantes a été effectué avec le logiciel Maple. Malgré la simplicité du
probleme considéré elles sont déja relativement complexes.

1 _t_ 1 _t_ 1 _t_
L2 @V 2 (VP 2 eV o e @ V)24 (V)2 4 (VE)y

Ale ) =-3 ) (=) f—— (<) (=) =
—t e VE2 — (V2 (V2 4 e (V)2 - (V)2 - e (V)2
_t_ _t_ _t_
O ST (e(ﬁ))2t+f(e(f))2 VEEVE )2—t2<ef)2 2 (Ve 2fz(ef>2+2f(ef)2
&) == I i
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5.5.2 Pénalisation en domaine variable pour Stokes

_ Soit O un ouvert de R™ (en pratique n = 2 ou 3) et 2 une famille d’ouverts vérifiant
)y C O pour tout t €]0,+00[. On suppose que les ouverts €); se déforment de fagon C*°
avec le temps. On note U; = O\ ;.

Nous n’étudierons pas ici I'erreur des approximations faites, le lecteur se réferera a
la référence [14] pour en adapter 'étude a ce probleme. Pour ce faire, il faut utiliser la
fonction ¢ définie ci-apres. Pour tout x € O\, on pose ¢ (x,t) = d(z, 9;). On suppose
1 C* en (z,t). ¥ vérifie les propriétés suivantes : |V, 1| = 1 sur U(t), et sur 9§, Vip =n
et 81/’ = 1. Cette fonction permet de définir la couche limite et est la base des estimations
d’ erreur. Ces estimations sont en cours de réalisation au moment de la rédaction de ce
manuscrit.

Ecriture des équations

Partons de I’équation de Stokes écrite sur les €,

'%—,LLAU—FVP:O sur ()
div(u) =0 sur €
(5.14)
u(z,t) = up(x,t) sur 08
[ w(x,0) = up(x) sur {2y

En translatant u en v = u — wu,, on obtient :
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(%—MAU—FVP:—%—FMAUI) sur ()
div(v) = —div(uy) sur €
(5.15)
v(z,t) =0 sur 02
[ v(2,0) = vo(x) = up(x) + up(x,0)  sur
On peut maintenant effectuer une pénalisation sur v et travailler sur tout O,
( aazé —MAUe—l—VPE-f-%lUtUE = —%—I—MAub sur O
div(ve) = —div(up) sur O
(5.16)
ve(x,t) =0 sur 00
[ 0e(2,0) = vo(x) sur O

Il faut prolonger u, sur U; de fagon a "forcer” v, a étre nulle sur U;. Ainsi le pro-
longement par 0 est le plus adapté. On fait de méme avec uy. On se retrouve donc en
découpant O, avec les équations ci-dessous. On a noté w, = v|q,, P = Pa,, 2e = ve|u,

et ¢ = Py,

\

Owe _ A w, + Vpe = —2% 4+ Ay, sur Q

ot ot
div(w.) = —div(up) sur €y
we(z,t) =0 sur € N 00
we(x,0) = vo(x) sur Qg

(%—MAZG—I—VQE-F%Ze:O sur U,
div(ze) =0 sur Uy
ze(z,t) =0 sur oU; N 00

[ 2(2,0) =0 sur U,

De plus on a les conditions de recollement, sur 9€2; N O :
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We = Z¢

ow, n 0z, n
N = ———— + .1
on p on 4

La deuxieme égalité provient de la formulation faible des deux équations ci-dessus
qui ont des termes de bord sur 0€);. Or ces termes de bords doivent se compenser, 0€);
n’étant pas un bord de I’équation globale.

Simulations numériques

On travaille avec I'équation (5.16). Les différentes étapes de la simulation sont les
mémes que dans les parties précédentes, ¢’est pourquoi elles ne sont décrites que succin-
tement. Pour plus de détails, voir le chapitre 5.4.

Etape 1 : élimination du terme dérivé en temps

On integre de t,, a t, 11, cette fois-ci il n’y a pas de terme en gradient a éliminer, donc
il n’y a pas de courbes caractéristiques (en fait elles sont réduites a un point) :

tn+1 8,06 tn+1 tn+1 1 tn+1 tn+1 ou
/ at—u Ave—i-/ VPe—i-—/ 1UtUe:/ ——b—i-,LLAub
tn tn tn € Ji, tn ot

En notant At =t,1 — t,, on approche les intégrales en temps de cette égalité par la
méthode des rectangles,

V(X ti1) — ve(x, tn) — At A ve(x, tyi1) + AtV P (2, t,41)

—|—%1Utn+lfue(:c, tni1) = up(z, tn) — up(x, tygr) + At A up(x, ty4q)

Etape 2 : réécriture en vue de la discrétisation par éléments finis de Whitney :

On utilise I'égalité A(k) = V(div(k)) —rot(rot(k)) et div(v.) = —div(uy). On obtient

alors le systeme suivant :

Ve, thy1) — ve(w, t) + At.prot(rot(ve))(x, tyr1) + At.VP.(x, t,41)
—I—%lUthvE(x, tos1) = up(z, t,) — up(w, tyrr) — At.prot(rot(uy))(x, thyr)

En posant k" = k(.,t,) et en utilisant des fonctions intermédiaires pour exprimer les
rotationnels :
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( n+1

wpt = rot(uy ™)

wt = rot(vrTh)

(1+ 21y, L VET S At prot(wit) + ALV P = upy — uptt — At.prot(wpth) o
dl?]( n+1) d“}( n+1)
(5.17)
Etape 3 : formulation variationnelle :
( Jowpt f = [y rot(uy ™) f vV fe L)
Jowettf = Jorot(vrt) f Y fe L2(Q)

At ol n+1 n+1
Jo (14 2y, +1)n£1 z+ At [, rot(w v )z + At. [, VP2 vie HY(Q)
+At.p. fﬂrot )z = Jquyz — [qup Ttz + [julz

| div(vrth) = —div(up™) )

A noter que I'équation des divergences est encore conservée au sens fort.

Etape 4 : mise en place du systeme linéaire :

On discrétise les inconnues dans les différents espaces, ainsi

owp e L*(Q) — WreWw?

Les termes de la formulation variationnelle des équations 5.18 se discrétisent avec
les matrices définies dans les parties précédentes, mais il en apparait aussi une nouvelle

définie par :
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At At At
— 1y,  xv"lz= g VM Zy— | 1y, X wewy = — . ZO5H V!

Q € n+1 =) ) € Q n+1 €
a, 0

Finalement, le systeme linéaire s’écrit

(( {FM W = PRy UM + P F B U
FeRN, Wit e RV U e RA

tFMHWgH—l = tFRlo‘/;n—H
F e RN, Wrtl e RV V! ¢ RAo

PZAg VI ALIZOET VI 4 At (PZP Ry W + P ZE Ry W) — AL'ZGoo PP

— tZA()lUgl — tZA()lUgLJrl + tZAQo‘/En
7 € RAo

DoV = =D Uy !
(5.19)

Soit matriciellement,

My, 0 0 0 Wyt
0 M11 —R10 0 W€n+1
Atp'Roy AtplRor Ao+ 2L.C5T —At.Gog Vot
0 0 Doo 0 prl

(Ri1 + Bn1) U;?H
0
Aot (U,;1 — Ub"“) + Ag V"
_DOIUglJrl

Remarques :

Un des intéréts principaux de cette méthode réside dans le fait que le maillage peut
étre cartésien, et donc facile a gérer informatiquement. Toutefois, le calcul de la matrice
0o Teste assez difficile car on a besoin de déterminer 'intersection de U; avec le maillage
a chaque pas de temps, ce qui est de plus cotiteux en temps de calcul. Néanmoins, pour
des transformations géométriques plus complexes que des homothéties, cette méthode
sera plus facilement implémentable. L’équation a résoudre sera en effet toujours la méme,
seule la définition de 1y, changera.
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives

Le caractere interdisciplinaire de cette these peut étre résumé par la phrase suivante :
nous utilisons des outils mathématiques afin d’étudier des phénomenes physiques dans une
structure vivante, le poumon humain. La complexité de ce systeme a nécessité 1'utilisa-
tion de modeles relativement simples afin d’extraire un a un les parametres intéressants et
de comprendre leur influence. Ainsi, nous avons voulu déterminer comment la géométrie
pouvait influencer la structure des flux. Nos premiers résultats ont mis en évidence la
nécessité d’une régulation active de ces flux sous peine d'une distribution inhomogene
marquée (multifractale a la limite). Puis, nous nous sommes apergus que la composante
respiratoire avait des conséquences importantes, en particulier, que les flux inspiratoires
et expiratoires sont tres différents. Nos observations ont corroboré une hypothese médicale
soutenant que la structure d’arbre des poumons est une géométrie qui facilite I'expiration
plutot que l'inspiration. Toutes ces premieres conclusions sont la conséquence des effets
inertiels du fluide dans les premieres générations de I’arbre pulmonaire. Une question is-
sue de la théorie de I'Evolution peut alors étre soulevée : “dans quelle mesure la géométrie
du poumon s’est-elle adaptée aux flux ?”

Nous avons ensuite observé, grace a ’exemple du poumon, que si les étres vivants
sont bien adaptés aux lois de la physique, ils ont aussi, dans certains cas, comme |’arbre
bronchique, une protection a la variabilité anatomique basée sur 'existence de marges
de sécurité. Ainsi, la présence d’une telle marge dans le poumon lui assure la plupart du
temps une résistance hydrodynamique raisonnable, que ce soit dans le cadre de variabilités
interindividuelles ou dans le cadre de variabilités d’un poumon au cours de la vie d'un in-
dividu. La présence de marges a aussi été illustré dans la référence [44] par I'intermédiaire
de Veffet de screening existant dans les acinus. La détermination des zones de transition
convection-diffusion, dépendant du moment du cycle respiratoire et du régime (repos ou
exercice), permettra une meilleure évaluation de l'efficacité de la surface d’échange et une
comparaison des données morphologiques avec les résultats numériques obtenus dans des
modeles d’acinus.

A long terme, ce travail s’inscrit dans le cadre du projet « poumon numérique »
développé par les physiciens Bernard Sapoval et Marcel Filoche. Le but de ce type d’études
est de disposer d’un outil de test adaptatif et fiable, complétant avantageusement les
expérimentations in vivo qui sont limitées soit par des considérations expérimentales soit
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par des considérations d’éthique et de réglementation médicales. La souplesse d'un tel
modele permettrait de mieux comprendre le retentissement physiologique de pathologies
structurelles. Ce travail, dont cette these et celle de M. Felici [19] constituent les bases,
passe par une meilleure compréhension des relations entre la géométrie et la distribution
des flux pour extraire les parametres physiques appropriés. Les travaux qu’il reste a ef-
fectuer peuvent se décomposer en étapes “élémentaires” décrites ci-dessous.

Les phénomenes d’inertie en régime non stationnaire

La poursuite des calculs en régime non stationnaire permettra de préciser les conséquences
du cycle respiratoire. La différence structurelle observée entre les flux inspiratoires et expi-
ratoires devra encore étre précisée. Le but étant de répondre a une question fondamentale
et non résolue en physiologie du poumon : le poumon est-il mieux fait (du point de vue
physique) pour I"absorption de 1'oxygene ou pour le rejet du gaz carbonique ? Autrement
dit a-t-il une vocation plutot inspiratoire ou plutot expiratoire 7 De nouvelles simulations,
plus orientées, pourraient de plus permettre de mieux comprendre la fonction du muscle
lisse bronchique, qui est encore tres controversée aujourd’hui.

Dans le méme esprit, en complément du calcul déja effectué sur le poumon infor-
matique de H. Kitaoka [30], des simulations dans des structures réalistes sont prévues.
Des reconstructions 3D de poumons humains (normaux ou pathologiques) ont été ef-
fectuées par les équipes de Philippe Grenier (Service de Radiologie, la Pitié Salpétriere)
et de Francoise Préteux (Institut National des Télécommunications, membre de 'unité
de projets ARTEMIS). Ces reconstructions sont issues de coupes obtenues au scanner
chez des patients souffrant de divers types d’affections respiratoires. Une collaboration
est prévue pour mesurer 'effet des pathologies sur la répartition des flux. Les apports de
cette association seront doubles : du point de vue médical, certaines maladies pulmonaires
seront mieux comprises, et du point de vue « poumon numérique », I’étude du flux dans
des poumons pathologiques et la comparaison avec des poumons normaux mettront en
évidence les parametres structurels importants qui permettent le bon fonctionnement de
cet organe.

Faire respirer I'acinus

Les travaux de ’équipe de Bernard Sapoval sur la diffusion dans les acinus en régime
stationnaire a mis en évidence un effet d’écrantage de la structure qui a des conséquences
dans certaines pathologies comme 1'oedéme pulmonaire. L’influence du terme temporel
reste toutefois encore inconnu et faire respirer numériquement un acinus en faisant va-
rier son volume peut mener a des conclusions intéressantes. Les calculs des flux ont déja
été effectués par un code de simulation numérique en géométrie variable (méthode par
changement de variable), il reste maintenant & coupler ces flux avec les phénomenes de
diffusion de l'oxygene et du dioxyde de carbone. La compréhension de la physique du
probleme reste a faire, en particulier 'obtention d’une bonne définition du nombre de
Péclet acinaire est indispensable.

A noter, que nous sommes en train de développer une seconde méthode, basée sur la
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théorie de la pénalisation. Elle va étre mis au point en collaboration avec Didier Bresch
(LMC, Grenoble). Cette méthode complétera avantageusement le code déja programmé.

Le transport des particules

La connaissance des cartes de vitesses dans des modeles de poumons théoriques
ou réalistes permet d’étudier facilement le mouvement de particules qui sont captées
en entrée. Nous avons déja effectué quelques simulations en régime stationnaire et ob-
servé l'existence de zones préférentielles de dépots, voire d’emprisonnement. Ces zones
dépendent des masses des particules. Des simulations plus poussées, en particulier en
régime non stationnaire sont envisagées. L’équipe de L. Desvillettes (CMLA, ENS Ca-
chan) travaille sur les mouvements et les transformations (divisions, recollements, . ..) des
gouttelettes dispersées dans un gaz et une collaboration pour une modélisation réaliste
des sprays en milieu pulmonaire est envisagée. Il existe de nombreuses applications a ce
probleme, que ce soit en terme de sensibilité a la pollution (goudrons par exemple) mais
aussi dans la médication par spray, pour traiter certaines pathologies pulmonaires comme
I’asthme. Plus récemment, on a constaté que la zone d’échange pulmonaire représentait
un excellent moyen de diffuser des produits dans tout le corps par I'intermédiaire du sang.
Ainsi, on envisage d’utiliser le poumon comme vecteur de certaines thérapies géniques.
Le besoin d’informations précises sur les chemins parcourus par des particules inhalées
est donc réel.

Simulations en régime respiratoire d’exercice

Quand les besoins en oxygene augmentent, le rythme respiratoire s’accélere et les vi-
tesses de l'air dans les poumons deviennent tres importantes, créant de la turbulence.
La répartition des flux va étre bouleversée et un effet de mixage tres important se pro-
duira. Quelles en sont les conséquences ? La géométrie des poumons tient-elle compte de
ces phénomenes ou bien compte-elle simplement sur un mélange suffisamment important
pour que toutes les zones soient aérées ? La simulation numérique de ces phénomenes plus
complexes, mérite donc d’étre abordée.

Associer les différents niveaux de modélisation

Le poumon a été modélisé par un découpage en plusieurs parties : une premiere sou-
mise a 'inertie du fluide, une seconde soumise a un flux de Poiseuille et une troisieme ou
le flux de Poiseuille est associé a des phénomenes de diffusions, dans le gaz alvéolaire et
entre ce gaz et le sang. Apres avoir compris I'influence de la zone de transition convection-
diffusion, il faudra « recoller » ces différentes couches de modélisations pour obtenir une
structure globale qui constituera une synthese complete d'un « poumon numérique ». Les
principales difficultés, mathématiques et numériques, se situent au niveau des conditions
aux bords a imposer aux interfaces des différents modeles.

Finalement ...

Le “poumon numérique” est un projet tres prometteur. Déja bien entamé, il a at-
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teint une maturité suffisante pour étre prolongé par des applications pratiques a court
terme, en particulier en ce qui concerne les calculs des flux et ’étude des particules dans
des géométries réalistes. Ce travail reflete I'importance des travaux interdisciplinaires.
IlIs permettent des avancées dans des domaines ou la maitrise de plusieurs sujets est
indispensable. Ces connaissances pluridisciplinaires sont rarement disponibles chez une
meéme personne. Seules des collaborations resserrées permettent de disposer de garde-fous
empéchant un décalage trop important entre réalité et modeles.
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Annexe A

Considérations techniques sur les
modeles géométriques

Cette annexe présente les choix des géométries et les méthodes de calculs du chapitre
3. Nous y utilisons des structures dont la construction a nécessité une étude géométrique,
principalement pour la construction des branchements. La description initiale est une
structure filaire que I’on habille ensuite avec des cylindres. Compte tenu de leur épaisseur,
ces cylindres ne peuvent avoir des longueurs identiques au modele filaire. Le calcul de ces
longueurs fait appel aux notions de base de la géométrie. Ensuite le modele géométrique
des bifurcations est présenté, la principale difficulté est qu’il passe par une réindexation
des sommets des bases des cylindres.

Cette annexe décrit aussi les différentes étapes des calculs, depuis 'obtention de la
géométrie jusqu’a la visualisation. Les programmes sont tous écrits en C'+ 4 exceptés les
programmes utilisateurs de N3S, qui sont écrits en Fortran.

A.1 Parametres géométriques des branches et pis-
tons

Les modeles utilisés dans le chapitre 3, ont des dimensions dont les ordres de grandeur
sont réalistes avec le poumon. Ainsi le diametre de la branche de premiere génération est

de 2 cm et les diametres suivants décroissent en %% ~ 0.79 avec la génération : le diametre
de la deuxieme génération vaut ainsi 1.58 cm et celui de la troisieme vaut 1.24 cm.
Cette décroissance a été observée par E.R. Weibel [63], le chapitre 4 étudie les causes et
conséquences de cette réduction. La longueur des tubes est liée a un parametres d’étude
de nos modeles, a savoir le rapport longueur sur diametre L/D, qui est supposé constant
dans tout l'arbre. Les valeurs étudiées sont L/D = 2.5, 3, 3.5 et 4. Les branchements sont
supposés étre coplanaires et l’angle entre les deux branches filles est fixé a 90°. Le dernier
parametre est I’angle a entre les deux plans de branchement de nos arbres, limités a trois
générations pour des raisons de temps de calcul. C’est un parametre d’étude du chapitre
3, les différentes valeurs traitées sont o = 0°, 15°, 30°, 45°, 60°, 75° et 90°. L’angle o = 0°
correspond a un arbre coplanaire.
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Fi1G. A.1 — Construction des pistons. A gauche le profil unidimensionnel utilisé, & droite le
piston obtenu apres rééchelonnage et symétrie de révolution.

Du point de vue de la discrétisation de la géométrie, les branches sont des cylindres
de bases polygonales, la plupart du temps a seize cotés. La construction géométrique
du branchement s’appuie sur ces polygones et plus particulierement sur la condition de
divisibilité par quatre du nombre de leurs sommets, voir la partie suivante.

Les pistons évasés fixés a la base des arbres, voir chapitre 3, sont fabriqués par symétrie
de révolution. On choisit une fonction de forme, comme par exemple sur la figure A.1, qui
est dilatée afin d’obtenir des dimensions cohérentes avec le reste de la structure. Puis, par
révolution, on crée le volume. A noter que I'on discrétise aussi I'opération de révolution,
si bien que les pistons sont des structures formées de polygones a seize cotés.

A.2 Modélisation des branchements

A.2.1 Passage du modele filaire au modele 3D

Les données initiales de ’arbre sont des longueurs, des diametres et des points. L’ha-
billage de cette structure filaire par des cylindres n’est pas évidente et on doit faire un
peu de géométrie élémentaire pour savoir comment les construire. Il n’est pas possible
que les trois cylindres se touchent. Nous avons donc choisi de faire se toucher les cylindres
des branches filles (branches 2 et 3 sur la figure A.2) et que la branche-fille de diametre le
plus grand touche la branche-mere. Cette configuration est montrée en coupe le long du
plan de branchement sur la figure A.3. Dans cet exemple, on veut que les branches-filles se
touchent en C'. La branche-mere descendra ensuite jusqu’a I'ordonnée du point B, point
le plus “haut” sur I'axe des y. A noter que cette configuration n’est pas exactement la
configuration utilisée pour des raisons de réalisme, vois ci-dessous.

Les inconnues du probleme sont définies sur la figure A.3. On cherche a exprimer

hy et hs, ainsi que h; (qui vaut yp dans le cas présenté sur la figure). A partir de ces
nombres, nous pourrons construire les cylindres. D’abord on veut calculer les expressions
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F1G. A.2 — On part de trois segments donc on connait les longueurs, on veut les habiller avec
des cylindres de rayons imposés. l1, I et l3 sont les longueurs des branches, r1, 73 et r3 sont les
rayons des cylindres souhaités. A noter que I’on suppose que I’arbre branche de facon coplanaire
comme dans les poumons, ce qui facilite les calculs.

F1c. A.3 — Définitions des différentes grandeurs dans une coupe des cylindres (traits en gras)
dans le plan de branchement. Les branches filles sont tangentes en C' tandis que la branche mere

touchera la branche numéro 2 en B.
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de hy et hs en fonction des données du probleme, pour cela on utilise les théoremes an-
cestraux de Pythagore et d’Al Kaschi (pour les nostalgiques, voir figure A.3 : on applique
Pythagore dans (OCFy) et (OCFy) et Al Kaschi dans (OFyF3) et (F2F3C')), ce qui meéne a

Bo — r3+cos(01+62)ro
2 = 5’&%(91-‘1-92)

B — ro+cos(61+62)r;3

Ensuite, il reste a calculer hq, qui correspond a I'ordonnée d’un point parmi B et D :
celui qui est le plus élévé sur 'axe des y (voir figure A.3). Pour cela on a besoin de calculer
les coordonnées de B et D dans le plan.

xp = hg sin(fz) + ro cos(6s) xp = —hs sin(6;) — r3 cos(6;)
yp = —ha cos(0y) + 72 sin(6s) yp = —hs cos(01) + rs sin(6;)

On choisit finalement h; en fonction des ordonnées des points B et D

hy = max(ys,yp)

L’application de ces résultats se fait de la facon suivante : on construit les cylindre
relativement au milieu des branches. Ainsi le cylindre de la branche-mere est décomposé
en deux demi-cylindre. Celui du haut a sa longueur définie par le branchement du dessus
et celui du bas a une longueur qui vaut l;/2—h;. Les deux branches filles 2 et 3 sont gérées
de la méme facgon, excepté que ce sont leurs demi-cylindres hauts dont les longueurs sont
ficée respectivement a ly/2 — hy et l3/2 — hg.

Néanmoins, quelques modifications de ces nombres doivent encore étre effectuées pour
améliorer le réalisme et gérer certains cas particuliers. D’abord, si le rayon de la branche
mere est trop grand, on ne peut raisonnablement utiliser directement la grandeur hq,
car la branche fille de plus grand rayon rencontrera la branche mere a l'intérieur de la
section du bas du cylindre (dans l'exemple figure A.3, cela signifie que le point B se
retrouve “au milieu” de la base de la branche mere). Une telle situation, irréaliste, nuirait
a la circulation du flux, il faut donc augmenter sensiblement h; (en général, un facteur
empirique de lordre de 1.2 a été choisi). Ensuite, la condition de tangence des cylindres
des branches 2 et 3 n’est pas forcément bonne car cela crée des angles tres aigus a l'origine
de singularités dans la simulation numérique des flux. Ainsi, pour adoucir le branchement,
on choisit en général des hy et hz un peu plus grands que ceux trouvés ci-dessus (nous
les avons multipliés par un facteur 1.2). Cela permet aussi de gérer plus facilement la
construction de l'intersection décrite dans la partie suivante.
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F1c. A.4 — Construction de la géométrie du branchement (N = 8). On relie les sommets des
polygones par des segments de droites.

A.2.2 Construction géométrique d’un branchement

Une fois les propriétés des cylindres déterminées, il reste a construire la géométrie du
branchement. Nous allons utiliser des segments qui

— relient entre eux les sommets de la base inférieure de la branche mere aux sommets
des bases supérieures des branches filles.

— relient les sommets des bases supérieures des deux branches filles.

Cela crée des faces a trois ou quatre cotés, pas forcément coplanaires, mais ce n’est pas
une difficulté car le mailleur Simail gere ce type de face.

Maintenant nous allons décrire la construction du branchement, a suivre sur la figure
A.4. Notons Py le polygone formant la base inférieure de la branche mere. Puis notons
P, et P, les polygones formant les bases supérieures des branches filles. L’idée est de
sélectionner les sommets S et Sy les plus proches, S; étant choisi sur P; et Sy sur Ps. Ces
deux points seront alors reliés par un segment. Puis, le nombre de cotés N des polygones
étant multiple de 4, on relie les N/4 sommets de part et d’autre des points S; et Ss.
Ensuite, on note S3 le sommet opposé a S7 sur P;. On appelle S, le sommet du polygone
Py étant le plus proche de S3. On relie S3 et Sy par un segment, ainsi que les N/2 points
de part et d’autre. On note ensuite S; le sommet opposé a S, sur Py;. On le relie au
sommet opposé & Sy sur Py, ainsi que les N/4 sommets de part et d’autre. La structure
obtenue est formée de 3N/2 faces a quatre cotés et de 2 faces a trois cotés.
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Cette méthode de construction est particulierement adaptée a des arbres branchant
de facon symétrique. Dans le cas ou le branchement est dissymétrique, il existe des cas
ou certaines faces (& quatre cotés) sont trop étroites pour le mailleur, cette face est alors
associée a une de ses voisines, créant une face a six cotés, non coplanaire, que le mailleur
sait en général gérer. A partir des faces, on peutalors créer un maillage bidimensionnel de
la surface de I'arbre grace au mailleur Simail. Puis, a partir de ce maillage de surface, il
crée un maillage du volume. La principale méthode utilisée pour mailler est la méthode
de Voronoi [53].

A.3 Un peu d’informatique

Dans cette partie, nous allons décrire schématiquement le traitement d’un probleme
typique du chapitre 3, depuis la préparation du calcul jusqu’a la visualisation et la gestion
des résultats.

La numérotation séquentielle des branches d’un arbre dichotomique est un des outils
les plus importants de ce travail. Elle est a la base des étapes numéro 1 et 2 présentées
ci-dessous. Cette numérotation est décrite par la figure A.5, elle consiste a numéroter les
branches en descendant dans I’arbre le long d’un chemin. Une fois arrivé a une extrémité,
on remonte le chemin parcouru jusqu’a trouver un branchement ayant une branche fille
non déja numérotée. On continue alors la numérotation des branches en redescendant
I’arbre depuis cette branche fille jusqu’a une extrémité. Puis on recommence a monter.
Cette méthode est celle utilisée par H. Kitaoka dans son logiciel de modélisation du pou-
mon [30].

Fi1G. A.5 — Exemple de numérotation séquentielle des branches d’un arbre dichotomique.

Les méthodes de traitements informatiques sont constituées d’une succession d’étapes
élémentaires :

1. Obtention d'un fichier de donnée des branches (extension “.doc”), décrit comme
une succession de parametres : numéro, diametre et longueur de la branche, ainsi
que les coordonnées des extrémités. Le redimensionnements de certains parametres
des arbres est géré par des programmes (longueur des branches et angle entre plans
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de branchement). Le logiciel de construction de modele de poumon écrit par H.
Kitaoka a été modifié pour sortir un fichier de données “.doc”.

2. A partir du fichier obtenu a I'étape précédente, la description de la géométrie en
terme de points, lignes et faces (a trois, quatre et seize cotés) est effectuée et conver-
tie en format Simail (extension “.dat”).

3. Le logiciel Simail maille la surface, puis le volume de I'arbre. A la sortie, nous dis-
posons d’un fichier de maillage formé de tétraedres (extension “.des”).

4. Le logiciel N3S est ensuite utilisé, il est alimenté du fichier “.des” écrit par Simail,
des différentes conditions aux bords & imposer (par lintermédiaire de fichiers uti-
lisateurs, écrits en fortran). C’est 1'étape la plus longue, car c’est celle du calcul
numérique.

5. A la sortie, N3S donne des fichiers “.case” lisibles par le visualisateur 3D Ensight 7
(a lorigine de toutes les images du chapitre 3). Ce visualisateur a aussi la capacité
de traiter ou d’exporter les résultats calculés lors de 1’étape 4.

Cette méthode est systématiquement utilisée pour tous les calculs du chapitre 3. A
noter que Simail, N3S et Ensight est une chaine de logiciels commercialisée par Simulog.
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Annexe B

Existence, unicité et propriétés de la
solution des équations 5.2

Dans cette partie nous allons utiliser la méthode de Galerkin pour démontrer I’exis-
tence d'une solution. Cette méthode consiste en 'obtention d’approximations successives
dans des espaces de dimensions finies qui s’emboitent les uns dans les autres jusqu’a
remplir a la limite tout 'espace de travail. Les approximations convergent alors vers la
solution. Ce travail s’effectue en plusieurs étapes, tout d’abord on définit les espaces d’ap-
proximations V,,,, puis on calcule les solutions approchées u,, € V,, de ’équation. Ensuite
il faut montrer que ces approximations convergent, puis qu’elles convergent bien vers la
solution de I’équation. Pour cette étape, dite d’estimation, des inégalités sont utilisées et
la compacité faible est le principal argument de convergence. Une fois I'existence prouvée,
ces estimations permettent d’en apprendre plus sur la solution, en particulier de montrer
qu’elle est unique et d’obtenir des informations sur sa régularité.

La plupart des étapes sont démontrées exceptés quelques points plus techniques, qui
sont alors accessibles dans la référence [50].

B.1 Notations

Nous allons d’abord travailler sur la version homogene de 1’équation 5.2 avec second
membre, rappelée ci-dessous. On note @ =0, T,,,[x$2 ou T, est un réel strictement positif
et © est un ouvert régulier et borné de R,

8T B VP =S
div(u) =0 sur
(B.1)
u(0,.) = ug sur )
[ ult,.) =0 sur J0, T [x 060
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On note D(Q2) I'espace des fonctions réelles sur 2, indéfiniment dérivables et a supports
compacts dans 2. On pose :

V = {veDQ)*| div(v) = 0}

v=ypT®

—LQ(Q)

H=Y

V' est un espace de Hilbert séparable, donc il existe une partie dénombrable dense
dans V| libre. Notons cette suite (w;);en. Ainsi, les espaces d’approximation utilisés dans
la méthode de Galerkin peuvent étre définis :

Vin =< (wi)izl,..,m >

B.2 Construction de 'approximation de la solution
dans V,,

Supposons connue une suite (f)men C C(0,T; L2(2)?) telle que f,, — f dans
L0, Tr,; H-H(Q)9). L’idée est de chercher une approximation de la solution dans les
espaces de dimensions finies V/,,, ainsi on cherche

m

t— up(t,) =Y ul, (thw; € CH(0, Tyn; Vi)
k=1

qui vérifie la formulation faible de I’équation B.1, c’est a dire Vv € V,,,
Oy K (t)

ot v 0 /Q(x.Vum)v— k;zt)/ﬂAum’UﬂLﬁ/QVPv:/ﬂfv

Comme V est la fermeture au sens H'(2) de V, on en déduit que div(v) = 0 au sens
faible pour tout v € V. Ainsi en appliquant la formule de Stokes a I’équation ci-dessus,
le terme en pression disparait, et on obtient un systeme linéaire sur les coordonnées des
fonctions dans 'espace V,,. On décompose v sous la forme v = . v;w; € V,,, notons

W= (fQ wiwi)zj , Wa = (fﬂ(x‘vwi)wj)ij

u U1
U,, = . et V =

m
Uy Um
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En particulier comme les (w;), sont libres, W est une matrice inversible. Le systeme
linéaire s’écrit donc, pour tout V' € R™

U, K(t
yw KOy

WWelU,, = F
dt k(1) ki) ¢

Ceci donne alors une équation différentielle sur U,

v, 1, K (t), »
Wy W, — ey, WlE = B.2
a T (k:2(t) ¢~ gy Ve ) U 0 (B2)

I faut maintenant utiliser la condition u(0, z) = ug(z) sur €, ainsi Vv € V,,

/Q U (2, 0)0(2)da = / wo(2)v(z)dz

Q

ce qui s’écrit encore, pour tout V = *(vq,...,v,,) € R™,

SO iy = 30 [ ol

Finalement en posant Uy = ( fQ uowj)j, on obtient la condition initiale a associer au
systeme B.2

Un(0) =W, (B.3)

Ainsi B.2 et B.3 forment une équation différentielle linéaire ordinaire qui vérifie le
théoreme de Cauchy-Lipschitz. Il existe donc une unique solution U, a ce systeme et
cette solution vit dans C'(0,7,,)™. En particulier cela prouve que w,, = Y ;" ul,w; €
CH0, Trn; V).

B.3 Estimations & existence

Maintenant que ’on connait les approximations, il faut montrer que quand m — oo,
u,, tend vers la solution du systeme B.1. Tous les calculs effectués dans cette partie
vont étre effectués avec ’hypothese que la solution u est dans I'espace C'(0,T,,; V). Tout
d’abord montrons un lemme qui nous servira pour la suite.

Lemme 1 Soit Q un sous-ensemble borné de RY et u une fonction de H}(2)?, alors
d, o
Q($Vu(x))u(a7) dr = _§||U/||L2(Q)d
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Preuve :

Remarquons que

/Qx v (52) = /m(:v-ﬁ)%’2 - /de"v(x).%? -4

d d

Ce qui prouve le résultat. [

Ainsi,

A T'aide de ce lemme, on peut donc écrire que

K'(t)d 1
? = | v B.4
/f 2dt</u)+k:(t)2/gu+kr2t (B.4)
Finalement, notons g(t) = [, u?(t,.) et I(t) = [, f*(t,.) alors
1
/ fu<(g+1)

Q 2

Donc en remarquant que le terme en |Vu|® est positif, et en posant a(t) = 1 — k(t K g,

on obtient 'inégalité

(1) < alt) x g(t) + 11

Ce qui s’integre en l'expression “Gronwallienne”, avec h(t) = fgl(s)ds + ¢9(0) =

Jo Jo (s, )ds + (fu?) (0)
gwsh@+Aa®mw&

Finalement le lemme de Gronwall donne la majoration

g(t) < h(t) + /Ot h(s).a(s)els o dg (B.5)

Maintenant tachons d’appliquer ces résultats aux approximations u,,. Tout d’abord,
montrons le lemme suivant.
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Lemme 2

[ im0,z < [ justo)l

Preuve :

On a déja vu que pour tout V = *(vy, ..., v,,) € R™,

S0 [ un(0.0puia) =3 05 [ wnloyuy (ot

Ainsi pour tout j € {,...,m},

/ um (0, 2)w;(z) = [ uo(x)w;(x)dx
Q

Q

En multipliant cette derniere égalité par v/ (0) t en sommant sur tous les j, on obtient

[0 = [ w00t < 5 ( [ wter+ [ un0.07)

d’ou le résultat.]

Ainsi en appliquant B.5 & u,, € C'(0,T,,; V), il vient

t
/ u? < h(t) —I—/ h(s).a(s)els “0rgg
Q 0

Or compte tenu du lemme 2, h(t) < || f| 20,111 @)2) F w0, ) L2ya < | fll 220,155~ 1(02)1) +
[uo|| z2(ya- De plus a est bornée (k ne s’annule pas et est C''(0,7,,)), il existe donc C' > 0
tel que |a(t)| < C pour tout t € ]0,7T,,[. L’équation ci-dessus montre donc que la suite
(tm)m est bornée dans L?(Q)e.

Grace a ce résultat, on peut prouver que (Vu,,),, est lui aussi borné. En effet en
repartant de I'équation B.4, avec u € C1(0,T,,; V) :

2 2 5 dg
YV < . -
kQ(U/@' ul _/nf +|a|g+’dt

Et compte tenu des résultats précédent, en appliquant cette inégalité a wu,,,les termes
de droite sont tous bornés, donc (Vi ), est borné dans L2(Q)%.

Ainsi (), étant bornée dans L?(Q)?, il existe une sous-suite qui converge faible-
ment vers une fonction v dans LQ(Q)d. Quitte a extraire une sous-suite on peut supposer
que 1, converge faiblement. Dans ce cas (Vity,)m tend vers Vu dans D'(Q)%, or comme
(V,)m est borné dans LZ(Q)dQ, lui aussi a une sous-suite qui converge faiblement. Quitte
a extraire a nouveau, par unicité de la limite, cela montre que Vu,, tend faiblement vers

Vu dans L2(Q)%.

Cette convergence faible permet de passer a la limite dans D’(0,7,,) quand m tend
vers l'infini dans ’expression
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O, K'(t) / ] / /
— Uy, — .V Up, ) Uy, + Vi, .V, + U
o Ot k(t) Q( ) k2(t) Jo Qf

En effet Q étant borné on peut facilement montrer que le terme en [, (2.Vy,)vm
converge vers [, (z.Vu)v. De plus k et k' sont bornés et k ne s’annule jamais. Ainsi, on
obtient 1'égalité dans D'(0,T},) :

ou K (t) i
QE’U_ 0] /Q(x.Vu)v—i— kz(t)/QVu.Vv—i—/va

Or on sait d’apres les résultats précédents que :

o & [, Vu.Vv e L*(0,T,,)

o —]Z((f)) Jo(x.Vu)v e L*(0,T,,)
o fﬂ fve L*0,T,,)
Cela prouve donc d’abord que % Jquv € L*(0,T,,). Finalement :

/uv € C(0,T,,)
Q

Ensuite, cela montre que £ [0 t,.v,, tend % [0 w.v dans L*(0,T,) faible. Donc [, . vn,
tend vers [, u.v dans H'(0,T),) faible. Or I'injection H'(0,7,,) dans C(0,T,,) est com-
pacte. Cela montre alors que fQ Uy, . Uy tend vers fQ w.v fortement dans C'(0,7,,). Finale-

ment, on obtient
( /Q um.vm> (0) "= ( /Q u.v> (0)

Or on a vu que pour tout j, fQ um(x,O).wj = fQ up.wj, ce qui donne : pour tout
Um € Vins [ Um(,0).0n = [, Uo.Um,. En faisant tendre m vers l'infini, on obtient alors

( / u) ©) = [

De plus on peut passer a la limite faible dans div(u,,) = 0 et on obtient div(u) = 0
faible dans L?(Q). Pour résumer nous avons montré que u vérifie faiblement les premiere,
deuxieme et troisieme équations du systeme 5.4. La quatrieme condition (solution nulle
au bord) est contenue dans les espaces utilisés.

B.4 Existence de la pression

La preuve de l'existence de la pression est basée sur le théoreme de Rham, qui donne
I'existence de primitives dans un cadre distributionnel. La démonstration n’en sera pas
faite ici, voir [50].
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Théoréme 1 - Théoreme de Rham

Soit ¢ € D'(; E)? telle que

< q,p >=0Vp € D(Q)? telle que div(p) = 0
Alors il existe f € D'(Q; E) telle que q =V f.
Pour appliquer ce théoreme, il faut remarquer que
0 k'
" e Vu+ f e H Q)

ot () K

/
< _Ou + 'Iz 5 ANu+ %:p.VU + f, 0 >= 0V € D(Q)* telles que div(p) =0

Lemme 3
HYQ) ¢ H Y L2(0, T,,)% + L2(Q; HH0,T,,))¢ € /(2 H40,T,,,))

Preuve :

Montrons cette inclusion :
(Q)?, on peut caractériser f par f = fo+ Oifi + O1f1 + ... + Oafa. Or, en

Si fe H!
posant ky = fo + Oufs et ko = 01 f1 + ... + 04f4, on voit que

el -1 0.2) = N follZ2 0.1 + I el 220,10 € LH(Q)

et ky = O fi+...+04fq avec || fill L20,1,,) € L*(R2). Ainsi cela montre que ky € L*(Q; H'(0,T,,))
et que ky € H1(Q; L*(0,T,,)). Ces deux espaces sont inclus dans D’(2; H~1(0,T},,)), d’ott

le résultat.ld
10, T), ce

Grace au lemme, on peut appliquer le théoreme de Rham avec £ = H

qui prouve alors Uexistence de ¢ € D'(2; H1(0,T,,,)) telle que

/

k
Ou —x.Vu+ f =Vq

ot ( ) k
Q). En posant p = k X ¢, on obtient finalement :

On voit donc que Vg € H
ou K 1
— — = Au——zV —Vp =
R e SR A

A noter que si Q est suffisamment régulier, le fait qu’il soit borné permet de montrer

que p € L*(Q; H1(Q)) (voir théoreme 5.5, référence [50]).

133



B.5 Propriétés de la solution

Dans cette partie, nous décrivons quelques propriétés importantes. Nous montrons
I'unicité de la solution, donnons des précisions sur sa régularité et étendons nos résultats
a une condition de bord non homogene.

o Comme div(u) = 0 faiblement et que wu,, tend vers u faiblement dans L?(0, T;,; H~'(Q)),
alors u,, tend vers u dans L?(0,T,,; V) faiblement : v € L*(0,T,,; V).

o En fait w a une plus grande régularité, on peut montrer [50] que u € C(0,T,,; H).
Dans ce cas, 1’égalité pour tout v

/ u(0,.)v = / UV
Q Q
montre que u(0,.) = ug en prenant v = u(0,.) — uo.
o L’unicité se démontre a partir des inégalités obtenues sur les u,, dans la partie B.3 :
t t
/ u? < h(t) +/ h(s).a(s)els “r s
Q 0

Etant donné que a est borné par une constante C', que ¢t € |0, T,,,[ et que |[u|| L2 (0) =
|0l 22() on obtient I'inégalité

Tm
L = (s + lealis) (T x Mas (1,0e7))

Ce qui donne la méme inégalité pour u en faisant tendre m vers 'infini. On peut de
la méme fagon utiliser I'inégalité sur Vu,, trouvée a la partie B.3 et montrer qu’elle

est majorée par un terme du type K x <Hf”%2(Q) + HuOH%Q(Q)>. Ainsi, si ug = 0 et
f =0, alors u = 0 dans L*(Q)? et Vu = 0 dans L*(Q)%, ce qui prouve l'unicité

compte tenu de la linéarité de 1’équation.

o Dans le cas ot un écoulement est fixé au bord (conditions de Dirichlet), on suppose
que cet écoulement coincide sur le bord avec une fonction g € L2(0,T,,; H=1(Q)?)
vérifiant

o %g € L*(0,T,,; H1(Q)9)
o div(g) =0

ouo—g(O)eH
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Ainsi, on peut chercher une solution au probleme

u K’
( p%—%[x.Vu]—ﬁAujLﬁt)VP:f sur ()

div(u) =0 sur @
(B.6)

u(0,.) = ug sur €2

( u—g € L*0,T,,;V)

en posant w = u — g, ce qui donne une nouvelle équation :

w K/ / o)
(P — e Vul - iz Aw+ g5 VP = f+H Ag—EaVg— % surQ

div(w) =0 sur

w(0,.) € H

(L we L*0,T,,; V)
(B.7)

On peut ensuite appliquer les résultats précédents a cette équation.

B.6 Conclusion

Ainsi nous avons montré que la solution de ’équation 5.2 existe et est unique. Cela
prouve donc que 1’équation de Stokes en domaine variable a bien une unique solution.
Ces informations sont indispensables quand on cherche a la résoudre numériquement. En
effet s’il nous manque par exemple 1'unicité, le schéma numérique peut osciller sans cesse
entre les différentes solutions. A noter que cette équation est tres proche des équations
classiques de Stokes et que les démonstrations ci-dessus en sont une légere variante, avec
un terme supplémentaire en x.Vu. Il n’est donc pas du tout surprenant que la solution
existe et soit unique. Il est important de citer cette preuve ici car elle constitue la base des
travaux effectués au chapitre 5. En particulier, on voit que la méthode de discrétisation
utilisée dans ce chapitre 5 et la démonstration de l'existence sont basées sur le méme
principe : des espaces d’approximation de dimensions finies.
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